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RESUMES ANALYTIQUES

‘ c)val;ooewwuw,

L’expérience de l'enseignement m’a prouvé qu'on peut simplifier encore
sur plusieurs points I'étude de I'analyse. D’autre part des recherches appro-
fondies sur différentes branches des sciences mathématiques m’ont conduit
3 des résultats nouveaux et 3 de nouvelles méthodes qui fournissent la so-
lution d’'un grand nombre de questions diverses. Déjd quelques unes de
ces méthodes se trouvent indiquées dans des notes que renferme le bulletin
des sciences , et présentées avec plus d’étendue dans les deux mémoires
litographiés en 1831 et 1832. En attendant que je puisse donmer A ces
matiéres de plus amples développements par la publication de traités
spéciaux ou la reprise des Exercices de mathématiques; j'ai pensé qu’une
série d’articles destinés A offrir le résumé des théories les plus importantes
de l'analyse, soit anciennes soit nouvelles, particuliérement des théories
qu'embrasse l'analyse algébrique, et des méthodes qui en rendent I'expo-
sition plus facile, pourrait intéresser les géométres et ceux qui s’adonnent 3
la culture des sciences. Tel est le but que je me propose dans le présent
ouvrage qui paraitra par cahiers i des époques plus ou moins rapprochées
les unes des autres, suivant le plus ou moins de temps que les circonstances
me permettront d'y consacrer.






RESUMES ANALYTIQUES

§ 1. Sur les nombres figurés.

Désignons par (m), 1¢ nombre des produits qu’on peut former avec m lettres a, b; ¢ .
combinées n & n. Parmi ces produits, le nombre de ceux qui renfermeront la lettre a
sera évidemment .

(Mo 1)per, ©
et le nombre dé céux qui",rehf,eqnei-ont seulement les' m — 1 antres Jettres b, ¢, etc. ...
sera- : LIRS N S, o -
(Moo= 1)n.
On aura donc ’ T

([) rees . , (m). =(m_1),,+(m—1-),,-..

De plus, si on forme: 1.° les produits qui renferment la lettre a, et dont le nombre
est (Mme=1)s.,; 2.° les produits qui renferment la lettre b, et dont le nombre est en-
COre (/M =1 )x-;, €tc. ... On obtiendra en tout

m(me—1),.,:
produits. Mais en opérant de cette maniére on obtiendra n fois chaque produit.‘Car, si

n =3 par exemple, le produit abc sera compris et parmi ceux qui renferment la lettre a,
et parmi ceux qui renferment la lettre 4, et parmi ceux qui renferment la lettre ¢. Donc

(2) - (m).:%(m—.x).-..

Observons enfin qu’on. aura évidemment
(3) ( m ) 1=m Y

et qu'a chaque produit formé avec n lettres prises dans la suite a, 0, ¢ ..., correspo.nd
un seul produit formé avec les m——-n lettres restantes; d’ou il suit qu'on trouvera gé-
néralement :

@ B



(6)
Si au nombre m, qui doit toujours étre égal ou supérieur & n, on attribue suctessi-
vement les valeurs
RyNd1,n42,..

Pexpression (m). engendrera la suite des nombres
(R)a=1, R+1)a=(r+1)y=nm+1, (R+2)s, (R+4+3),, etc

qu'on appelle les nombres _ﬁguré: de Pordre n. Ceux du premier ordre seront, en vertu
de la formule (3), les nombres naturels

!’ 2’ 3’ 4, ceeee 3

et généralement ceux du premier, du second, du troisiéme ordre, etc. composeront la
seconde , la troisiéme, la quatri¢me ..... lignes horizontales du triangle arithmétique de
Pascal, savoir,

I, I, Iy, I, Ty Ty Ty X aeely oonee

Iy (2)1s (3)sy (£)1y (B)1s (6)sy (7)ssy (B)ry eneee

Iy, (3)a (4)ay (5)ay (6)a, (7)ss (8)ay cuene

1, (43, (B)s, (6)35 (7)3) (8)35 cenee

Iy (5)s (6)4s (7 (Bss werer

1, (6)s, (7)3, (B)sy eeene

1, . (7)s; (8)sy ereee

£, (8)yy erees

ou .
I, I, I, I, I, T, T, I, 1,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,...
1, 3, 6, 10,15,31,28,...
1, 4, 10,20,35,56,...
1, 5,15,35, 90, ...
1, 6,a1, 56, ...
I, 7,38, ..
1, 8, ..
Iy e

Dans ce tableau, les termes de la prémiére suite sont tous égaux & l'unité. De plus,
le premier terme de chaque nouvelle suite, équivalent lui méme & Punité, est avancé
d’un rang vers la droite par rapport au premier terme de la suite précédente; et chaque
nouveau terme d’une suite quelconque est, en vertu de la formule (1), la somme qu’on
obtient lorsqu’on ajoute au terme précédent de la méme suite le nombre qui se trouye



(1)
immédiatement au-dessus. Il en résulte que le nme terme de la suite des nombres figurés
de l'ordre m + 1 est la somme des n premiers nombres figurés de I'ordre m. On a donc

(5) L (mAti)nt+(Mta)pt e+ (M tn=I)u=(m +n)n4ts.
Au reste la formule (5) peut-ére déduite immédiatement de la formule ().

De la forinule (3) on tire successivement

(=2 (B ety (Bm 1 )aer =T (Bm2)ass ete,

et par suite
_m m-—1 m-—12 Mo (n=—1)
® ()= ey nma T A= ()
ou Ce . .
_m(me=—1)..(m=—n-+1)
(7) . » (m)”— iR SR I it

Cela posé, la formule (5) donnera

®)1 - (m + 1) + (m =+ 1) (m + 2) - n(n41)..(ndme=1) n({n<1)..(n<+m)

1.2 N P Y m T e (M)
Ainsi , en particulier
(9) ""x'+2+3-i-..+n=ri"—:'—l—)

(10) .x+3...“6-..." _’..’iA(n"")_n(n-l-l)(n-i-z)
s 2.3 ’

n(n+1)(n+2)_n(n+1)(r+2)(n=+3)
. 3.3 - 2.3.4 ’

(11) 14§+ 10 4 .+

ete. T

En veitu de 'équation ('9),;les sommes des n premiers termes des progressions arithméﬁqﬁes
' "o, 'x, 2, 3., ..... (BRe=1),

a,a"‘b’ a"‘zb’tuu a+(n—l)b,



) (&)
seroht respectimp'ent - e |
(12) . O+ 1 42 e (Bm1) = "(";‘"f)
et

(13) na-o-[x-o-a-o- +(n—!)]b—na+ ( l)b ( (fz_-z—x)b).

Le second membre de la formule (12) ou (r3) est le produit de n par la demi-somme
du premier et du dernier terme de la progression que l'on considére.

Si I'on indique la somme des m premiers termes d’une suite par la lettre S placée devan
le ne terme, les équations (9), (10), (11) pourront s’écrire comme il suit:

n(n 1)
2

s(n(n-o-x)) n(n-o-r)(n-o-n),

S(n)=

’

(14)

s(n(n-o-x)(n-o-z) _n(n+1)(n+3)(n+3)
2.3 2.3.4 ?

etc.

et 'on en conclura

S'(n)=-——n(n:- ) ,

(15) S[n(n+,)]=n(n+xg(n+n)’

S[n(n+ 1) (n+2)]="t0% ')(";").("_'."3),

_etc.

$i des boulets de méme diametre sont distribués , dans plusieurs couches superposées
de maniére 4 figurer une pyramide triangulaire, et dans chaque couche , sur plusieur
files paralléles, de maniére & figurer un triangle équilatéral, le nombre des boulets com
pris dans une couche triangulaire, ou dans la pyramide, se trouvera déterminé par 1
formule (g) ou (10), et sera ce qu’on nommeé un nomhre trtangu&t‘xre ou un nombr
prramidal. Donc les nombres triangulaires et pyramxdaux se confondent avec les nombre
figurés du second et du troisiéme ordre.

7



(97)

§. 3. Développement 'du produit -de plusieurs binomes , ou d’une puissance entitre et
positive de Pun d’entre eux ; théoréme de Fermat sur les nombres premiers..

Considérons m binomes différents, de la foride
Czxad;, TA4b; T A,
En les multipliant I'un par Yautre, on aura
(1) (x+a)(x+d)(x+c).=2™ +@+bac+.)zm= 4-(ab+ac.. +be.)xm=2

De plus, en posant

a=b=c= ...,

on trouvera
a+b+cu=ma=(ma,
ab -+ ac 4+ nc+'bc E— (M):a' )
etc. _
abe v o =am.
Donc par suite . T
(2) (x4 a)m=xm + (m) aX™"" 4 (M)s @G> T3 + coore 4+ T™,
Daos le second membre de l’éqnatfgn (), les coeflicients des diverses puissances de x

et de a, savoir, . _
' ' 1, (M), (M)sy e (m)s, (m)?",'l

sont précisement les nombres qui composent la (m + 1)™¢ colonne verticale du triangle
arithmétique de. Pascal, et le coefficient de '

am=n z-u 0_!! do . a. x-m;-l
est ' )
€Y (m)_u-= (m)p-n ’

ou, en vertu dd la formale (7) du § .1.%,

3) m(me=1).(Me=n+1) m(Mme=i). (n+1) '
' 'Y T X eBe (Me=n)




_ { ‘o )
On peut s’assurer que les fractions contenues dans les deux membres de la formule (5)
sont égales en les réduisant au méme dénominateur.

Si I'on pose successivement

m=32, m=3’ m=4’ m=5’ ete. weeer .

on trouvera, en prenant pour coefficients les dxven termes des colonnes verticales du triangle
arithmétique,
(r+ap=a*~+a2ax +a*,

(r +a)P=2a%+ 3ax* + 3a*xr + a3,
(x +aP=x4 + 4fax’ + 6a3x> + fa’x + at
(x +a)=a%+ 5axt + 10a*23 + 108323+ 5atx +ab,

etc.
Lorsque , dans la formule (2), on pose a.= 1 ,. elle donne
) (2 - 1) = 2 e () 2t o (18 ) D b o o 1.
Si Von fait de plus x = 1, on trouvera
0) | =1k (M) (M) (M) (M) o+ 1

Donc les divers coefficients, dont le nombre est m + 1, fournissent une somme égale
4 am. Lorsque m est un nombre premier, tous les termes de la suite contenue dans le
second membre ‘de la formule (7) sont, & Iexception du premier et du dernier, des mul-
tiples de m. Donc alors 2™, divisé par m, donne 2 - pour. reste. Dans le méme cas, n étant

un nombre entier quelconque ,
' . ( n. -h"l )m

divisé par m , donne, en vertu de la formule (éj, ie méme reste que n™ + 1, et par suite

(Bt )™ (n 1)
donne le méme reste que ,
™ ——n.

Donc 2™ = 2 étant divisible par m, on pourra en dire autant de'3® —= 3, puis de
4m = 4, ete. .. et 3énéralement de

. n*q-n n(n--'—-;)



()
Done, si n n’est pas divisible par le nombre premier m,.nm=* divisé par m donnera I'unité dpramt W
pour reste; ce qui constitue le théoréme de Fermat sur lés nombres premiers. pon

Lorsque dans I'équation (1) on remplaoea, b, ¢y w par—'a, —b, ==, ... O en tire
(7) (z'—-a)(z'—-b)(.z'—-c)..._.z"' -o-A.xﬁ'-l-o-A.zw-'-l- . Ay
les valcurs de 4,, 4,, ... A étant

[ Aiz=w—(@+b+c+..)

Ay=ab +'dc;o-...+bc+ .....
(8)\ ‘< S
etc.

Ap = (=1)m abc ... = * abe ...

§ 3. Des variables et des fonctions en général; et en particulier des fonctions entitres
d’une seule variable. Relations qui existent entre les coqﬂiczents des puissances
cntiéres et positives d'un binome.

On nomme quanhté variable celle que Pon consndére comme' devant recevoir succes-
sivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On:appelle an contraire quan- .
tité .constante toute quantité qui regoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs
successivement attribuées & une méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur
fixe , de maniére & finir par en différer aussi peu que I'on voudra , cette derniére est
appellée la lumle de, toutcs les autres. Ainsi par exemple, la surface du cercle est la limite
vers laquelle convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandisque le nombre
de leur cotés croit de plus en plus, etc. .. : )

Lorsque les valeurs numériques successivés d’une méme variable décroissent indéfiniment
de maniére 3. s’abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette variahle devient ce qu’on
nomme un infiniment petit , ou une quantité infiniment petite. Une variable. de cette espéce
a zéro pour limite. )

Lorsque les valeurs numériques successives d’'une méme variable croissent de plus en
plus , de maniére & s’élever au-dessus de tout nombre donné, on dit que cette variable
a pour limite Vinfini pesitif ,- indiqué. par Je signe oo, .¢’il ¢’agit d’une variable positive,,
et Linfini négatif indiqué par la notation ——oe , 6'il s'agit d’une variable négative.

" Lorsque . des: quantités varinbles sont .tellemant lides entre elles que ,-la valeur de Y'une
d’elles étant vopnée, on puisse- en ‘conclure les valeurs .de toutes les autres, on congoit



(B 18) .

d’ordinaire ces’divewses quantités exprimiées au moyen ks Tuhé d’entre ellés qui-pread
alors le nom de wariable indépendante , et les auted : quéntités , exprimées su moyen de
la variable indépendante , sont ce qu'on appelle des fonctions de cette variable.

Lorsque des quantités variables sont tellement" liées .entre elles.que, les, valenrs 'de
quelques-unes d’entre elles étant données , on puisse en conclure les valeurs de toutes
les autres, on congoit ces diverses' quantités expritées-an moyen de plusieurs d’entre
elles qui prennent alors le nom de wvariables indépendantes , et les quantités restantes,
exprimées au moyen des variables indépendantes , sout cé qu’on.appelle des . foictions
de ces mémes variables.

Les diverses expressions que fournissent 1algébre ; et la trigonoétrie, lorsqu’elles ren-
ferment des variables considérées comme mdépendantes sont alrant de fonctions de ces
mémes variables. Ainsi, par exempIe )

ar, xm, A , L(x), e
sont des fonctions de la variable x;

Ty, X, X¥YT, wu.
sont des fonctions des variables x, j‘o’u T,y et z,.. "

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs'v'ﬁﬁableS‘ ‘se trouvent, comme dans e
exemples précédents, immédiatement exprimées au moyen de ces mémes variables, elles
§ont nommées forctions e.z'pl:cues Mais lorsqu’on- donne séu!ement fes réfatibtis’ etitre s
fonetions et les variables, c’est-a-dire les équatxons auxque‘ﬂes ces’ quantités doivent ‘satis-
faire, taiit que ces équations ne sont pas résolaes algébnquement, Tes {onctlons,' 1i* Etanit pas
exprimées immédiatement au moyen des variables, sont appellées ﬁmdwns mip‘licilts. Pour
les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela s peut les. éq_uaﬁdns qui e
déterminent. Par exemple ¥ étant une foncuon mphcnte ﬂe x détermmee par ’l’équnhu

L(y)"-x, B .',:f’ o
si Yon nomme A4 la base du systéme de iogmthmes qué Pon éonsidére la mélhe fonéhol
devenue explicite par la’résolution de l’ﬁpmtmn dosnédsera: - VT

‘7 A.c '«.t.:;.‘ BT S .‘,_..“ -

Soit maintemant y une fonction de 2, qui, pour chnqug vdem‘ de x ntemédum
entre deux limites données, admette constamment une valéur unique et fide. La fonctiony
sera. continue par rapport d x entre les limites données, si- entre cés -Limites un’ goereis-
semend infiniment petit de la variable- produit toujours un-accroissement: infiniment pest




(13)
de la fonction clo-méme.. On dit encore que la fomction y est, dans le voisinage d’une
valeur particulidre attribuée 4 Ja vajiable z, fonction continue de cette variable, towtes
les fois qu’elle est continue eutre deux limites d¢ ¥, méme trés-rapprochées, qui rem-
fetment s valdur dont il s’ag¥. -

Enfin , lorsqu'une fonction cesse d’étre continme dans le voisimage d’'une valeur parti~
culiére de la variable x, on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu’il y a, pour cette
valeur particuliére , solution de.continuité.

D’aprés ces déﬁmtxons, A étant un nombre et @ une quanhtc constante , chacune des
fonctions .

a
a+x, a—z',ax_,;-, x<, A% , L(x)

sera continue dans le voisinage d’une valeur finie attribuée & la variable x, si cette valeur
se trouve comprise ; pour les forretions

a+xr,a—ux,axy,y A,

entre les limites 2 ==~ &, 2= o0; pour la fonction -

a
it z
. P L . :
entre les limites === %, =0, ou bien entre les limites x =0, 2= o ; enfin.
pour- les fougtions
1, L(x)

- S . a . . .
entre les limites x =0, x =090 . La fonction - devient discontinue pour x =o.

1l semble quon devrait nommer fonctions algébrigues toutes celles qﬁe fournissent les
opérations de Palgébre. Mais on a reservé particulidrement ce nom & celles que l'on
forme en n’employant que les premiers opérations algébriques, savoir, I’addition et la
soustraction , la multiplication et la division, enfin I’élévation & des puissances fixes; et,
dés qu’une fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle prend le
nom de fonction exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que 'on nomme algébriques se divisent en fonctions rationnelles et fon-
ctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans lesquelles la variable ne
se trouve élevée qu’a des puissances entiéres. On appelle en particulier fonction entiére
tout polynome qui ne renferme que des puissances enti¢res de la variable et fonction
Jractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux semblables polynomes. Le degré
d’une fonction entiére est I'exposant de la plus haute puissance de x dans cette méme
fonction. La fonction entiére du premier degré s’appelle aussi fonction linéaire, parceque

2



(14)
dans I'application & la géométrie on s’en sert pour représenter 'ordonnée d’une ligne droite.
Toute fonction entiére ou fractionnaire est par cela méme ratiomelle, et toute autre
espéce de fonctions algébriques est irrationnelle. :
Les définitions précédentes étant admises, considérons une fonction entidre de z du
degré m, c’est-d-dire un polynome de la forme

(1) P=Ayxm A, M= o serro = Ay ey 2 = A,

Si, dans cc polynome, on pose x=a + 7, il se changera en une fonction entiére de z,
de sorte qu'on aura, quel que soit z ,

Aoam e A, xm =t e Ay XM= e sirio = Ay X+ A
= Cozm 4+ C;2m=1 - C32™ =% o+ ssooo. += C=3 3 + Cnm,

ct par conséquent, quel que soit x,
Aoxm o= Ay xm =t e Ay M= o vevso Ay X 4+ Ans
o |
=Co (X ==a)" 4 C, (X ==a)n=1 d= C; (T == G)" =3 e 4 Cp oy (=) 4 Ci

le coefficient C, étant précisement égal & 4,. Donc, tout polynome ordonné, suivant
les puissances descendantes et entiéres de x peut étre transformé en un autre polynome
ordonné suivant les puissances descendantes et entiéres de x ——a .

Lorsque le polynome (1) est algébriquement divisible par un facteur du premier degré
et de la forme x=a, c’est-a-dire lorsqu’on a

P=A,xm 4+ A, 2™ 4 s+ Apey T + A =(x=—a) Q,

Q désignant une nouvelle fonction entiére du degré m—=1, il est clair que ce polynome
s'évanouit pour x=a ; en d’autres termes x =a est une racine de I'équation

(3) onlll_..dl 1“‘"-0-... *Am-|x-+ A".:

Réciproquement, lorsque @ est une racine de I’équation (3), Cu se réduit nécessairement
& zéro dans le second membre de la formule (2), et cette formule donne

Ay xm™ = Ay ™" e sss b Ay s &+ A
€Y
g =(x==a)[Co(x=a )=t + C(xr==a )P~ . & Cu1];

donc alors le polynome (1) est divisible par x == a , ou de la forme

(3 P=(x=—a)Q.




(15)
Si b désigne une seconde racine de I’équation (3), b étant différent de a, alors en posant
x=0b on fera évanouir le produit P=(x —a)Q et par conséquent le polynome Q,
puisque 2 =——=g ne s’évanouira pas pour x = b. On aura donc encore

Q=(x—0b)R,
et par suite :
=(x=—a)(x—0b)R,

R désignant un polynome du degré m— 3, etc. ... En continuant ainsi on prouvera que,
si I'équation (3) admet m racines distinctes

a,b,cy
le polynome P sera le produit des facteurs
Loy X=mb, Te=c,

par une fonction entidre du degré zéro, c’est-a-dire par un coefficient constant qui ne
pourra différer de A4, ; en sorte qu'on aura

6) P=Ay(x==a)(x==b)(xe=C) e

Donc alors V'équation (3) pourra-étre présentée sous la forme
(7) Ay (X =a)(x=b)(2=¢) wu =o0.
Le premier membre de I'équation (7) ne pouvant s’évanouir qu’avec I'un des facteurs
Xam@y, Xmmb, T==C,y we

il en résulte que I'équation (3) du degré m ne saurait admettre plus de m racines distinctes.
Soit maintenant :
(8) Boxm e Byxm =1 e oeeee = By T 4 Bps

une nouvelle fonction entiére de x d’un degré ou égal ou inférieur & m, B, pouvant
étre nul. Si cette nouvelle fonction devient égale & la premiére pour plus de m valeurs
distinctes de x, on aura nécessairement

B°=Ao, B.:A‘, eesee Bm=Am.

Car dans le cas contraire, la différence entre les fonctions (1) et (8) se réduisant & zéro,
pour plus de m valeurs distinctes de x, I'équation

(AQ-BO)” L ) (Al -B.)“.l 0000 " Am-l-B.l-]= [+



(6)
serpit une équation du degré /» qui admetirait plas de m W..ap qm «e,qt ab
On peut donc émoncer la propesition suivante. . -
= Théoréme. §i dewr fonctions eptiorasde la. warmble P dmenneqt égales Pé
nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de chacune de ces fonctior
coefficients des puu'sarwes semblables ‘de x seront des mémes dans les deux foncuon
il s’agit.

On en déduit comme corollaires ces antres théartmes,

2. Théoréme. Dans deux fonctions entiéres de x , les coefficients des puissances
blgbles de x sont les mémes , lorsque ces deux fonctions sont égales , quel que sc

3.c Théoréme. Dans deux fonctions entires de x, les coefficients des puissances semi
de x sont les mémes , lorsque ces fonctions deviennent égales pour toutes les valew
ticres de la variable x, ou méme pour toutes les valeurs entidres qui surpassent i
mite donnée.

4.* Théoréme. Dans deux fonctions entiéres de plusieurs variables x, y, z, .
coefficicnts des produits des puissances semblables de x, y, 2, ... sont les mémes, &
ces fonctions deviennent égales pour des wvaleurs quelconques des variables.

5. Théoréme. iS¢ deux fonctions entitres de plusieurs variables , y, %y e devi
égales pour des waleurs entiéres quelconques.de.x, Y y % 5 oo OU méme pour tow
waleurs entibres qui surpassent des limites données , les produits des puissances semi
de T, 5, By eens offriront les mémes coefficients dans ces deux fonctions qui pai
seront identiquement égales , quelles que soient les waleurs attribuées @ x,y, 2, -

Pour montrer une application ‘de ces théorémes , multiplions 'une par V'autre le:
fonctions entiéres

(1 +xW=1 - (k)X (kax* o+ e+ (ki x5+ 2k,
(1)l =14 {l),x+ )2 curee + oy t=? + 2,

k , ! étant deux nombres entiers quelconques. On trouvera pour produjt, en faisant
abréger, k +l=n,

£9) (tw)m 1 A, 00 o Ay 23+ aeeee -i-;!,...,:r"-' -,
le coefficient de x™ étant, dans le second membre de la formule 19),

(10) . Am? (K)m = (K)mwx (O A+ (K)mca (Da A4 cose o+ (k) D)mas = (e -
L’ailleurs on aura encore

(1) {1+ TP=1 4 ()02 4 (B2 22 A oo W (R)ges T 4 27,



¢*)

le coefficient de =™ ') dam kmqnd. mthu deJo formuyle (11)) étant \
[ YA RPN .‘-‘

(n),._(k+l),,., )

\'--:-';f-'*-a-".---.'. e R e R i bt AR

et puisqu’en ivertu: da- théqréme 2 lles ¢oef"*ibnu .de-&m dans 164 seconds membrps de)
formules (g) gt (11) devront étre égaux entre eux , on aura nécessairement _
. . ) . . . RS PR N . {
(12) (ktDm=(K)m + (F)mat ()i 4+ aene (K (Dmas o (Dm'y

ou, ce qui revient au méme, "

(k2% +l-1- i) e (7;+\I*;m +T)

k(k o= 5) (k—m-o-x) k(k—x) (lr—m-i-z) l k(k—-l) (k—m -h3)l(l—|)
1.32..m 1.2 (M=1) T e (M ==3) 1.2

(13) «
Ic(lc—x)l(l—x) (—m3) K] 1(1—:) (—=niaa)  [l—1). (1)
1.2 L2 (m——2) T 1 (m—l) + 1.2 .0 ‘

Enfin , cette derniére formule, devant subsnster pour l.outes ks valeurs .entiéres de % et
de ! qui surpassent le nombre m , continuera de subsister, en vertu du théoréme 5, quand
on y remplacera les nombres entiers k, 4 par. dcs quanhtés qnelconques x,y. On aura
donc , quels que soient x et ¥

(x+y)(xy=—1) ... (X Ady—m1)
T TUT 02 eeees m —=

X (Zmm1)e (X =t A=1) +z-(r—1)..(x—m +2) ¥ Z(X 1)L m—m =3) ¥ (y 1)
1.2 ..m 1.2 (m—=1) E 1.2 o0 (M==3) 1.2

(14

1‘(1‘—').7(.7—') (.V—m*3)+1‘9’(.7—') (y=—m +2) =1 ly—m 1)
1.2 1.3 .. (M=—2) I 1.2 (m=—1) 1.2.m ’

Si, dans la formile (r4), on remplace x par — x et y par —y , on bien encore y par
. ==Y , sans remplacer en méme temps xr par — x , on obtiendra les suivantes

(x+y)(xr4+y+1) ... (a:-e-y-o-m—x)
10T aees M

:t(x-o-l)..(x+m—|)+x(x+x)..(x+m—a)y x(x+x)..(x+m-—3)y(y+|)
103 conpens M 13 (me=1) 1 3w (m=—3) 1.2

(15)

x(x41) y(y=+1).. (y-o-m-3) x y(y-H) (y-l-m-z)*y(y-n) (y-o-m—:)
1.3 o2 (me=3) . . 3 1.3 (me=i) 1.2..m '

ves "



(18)
(Y ry—1) w (P—y 1)
l_ o2 oevee

6 .x(m—x)..(.zhm +1) 1‘(1‘—.-1‘)..(.2‘—'): +13)y z(m—;l)..(.r—-m +3)y(y +1)
@ 1.2 seeee M LB (Me—1) I Le2 oene (Mem3d) 1.2

+ Xle=1) yly + ey 4 m—3) _ 2 y(y=41).{y+m—a) LYy )y +m—2)
T 1.2 1dem(m=2) TT 1.2 wn(m—1), — 1.2 soree m )

Si maintenant on pose, dans la formule (16), = m, elle donnera

( m(me——1 -+ 1
t—my 2R

(17) < +m(m—-t)y(y+|)..(y+m—3) _my(_y-i-x)..(y-!-m—n)+y(y+1)..(y+m—|]
7 = 1.3 I.3. (M==2) T X e e (Me=1) 1.2.m

= m=y)(m—te=y)(1=y)
\ 1 e2 ceenns m !

puis on conclura de cette dernidre 1.° en prenant pour y un nombre entier n qui fasse
partie de la suite 1, 2, 3, ... m,

m.(m =)

L= (B) + - (7 = 1)y == cenee
(18)
....:m—(lm—:-'—)(n-o-m-a)..-.im(n-o-m—a),,.-.'_*.'(n-o-m—x)m=o,
ou, ce qui revient au méme,
Il (X () -o--m—(l"%) (B 1)peg = e
(19) _
....:"—'(li?—)(n-o-m—ﬂ.-. Fmpam—aho it (Rtme=i)y.1=0;

2°enposant y=m++ 1,

1 =—=m(m = x).,.-c-m—('ln;nl)(m “+ D)y -

(20)
m (m == 1)

a2 (2 == 2 )y T (37 = 1)y = (AM) = =1 .



(19)
S 4 Résolution dc-plusieurs équations simultanées du premicr degré.

Soient données entre n inconnues
xy J’., z, weees U o v

n équations du premier degré et de la forme

QX+ Doy 4+CoT 4 ..... sesaseonn +g,u+lg,v=k.,
BT Dy aT i F R+ o=k,
(1) a.:r'-o-b,y-o-c,z-o- ..... verersese HHU+hhv=h,

 Gner XA buoty A Cuer B A i Br-s u -o-"l!i',..... v=knor,

ao, ax 9 oo an-g; bo, b]_’ oo b._; s etc' (11} .ho.,. h., oo h._| ,‘a ko, k., oee k‘_l,

étant des quantités quelconques. Si 'on combine entre elles, par voie d’addition, les for-
mules (1) respectivement multipliées par les facteurs

(2) Anai y Ansy Axasy e A,y A,
on en conclura | . .
Pr=X,
et par suite o
X
(3) . x=—ﬁ- )

pourvu qu’aprés avoir choisi ces facteurs de m.aniére a vérifier les conditions
Aobpar+Abpycs+ oot = Ay by +A4u_, b= o0,
AoCray + A.'c._,-r- ceee | -+ J._,‘c. +Z.-. Co=o0,

4 etc. e | |
Aogner + Ainor =+ ooo +Ansg+Auo g =0,

Aohpy = Aihgs+ oo +Ayashy +Ayiho=o0,
on pose
(5) Aoyor + Ay 853+ ... +Ayra, +Ay_;a,=P,
et
(6) A.kn..]+4‘.k..-.+ so ‘."Al-. kl*d]-lkﬁ=x’



(26)

Considérons en particulier le cas oi les équations (1) deviendraient

T F o 3 tiieiiiirnnaneiiee 4+ Uk V=1,
ax +by +cz 4 .oiiiiiiiiiitic g +-hv=k,

P
(=) BT DY 4% cviiiiiiiniaeiiees S gUSIBY =T

efce v,

c’est-a-dire le cas ou les divers coeﬁiclents de chaque inconnue seraxent, ainsi que les
seconds membres des équations données , les différents termes d’une progeession géome-
trique , le prelmer tenne de chaque progresslon étant l’umte _Dans ce cds particulier ,

A¢b"-" *‘A.bﬁ'i B e d,.'«.n’-b ‘0-:4,'_u xT0,:

Ay i AT W et W AR A Ay BT,

8) etc, ...
A, gt +A.g"."*+. -+ A,;.g-o:,{._. =o,
A k=t e AR =t e .ol + Apsh A4, =0,

exprimeront seulement que : -

sont racines de I’équation

©° . Aozn=+ + Z..z{"".;i- .l...A-.- e °.
Elles seront donc satisfaites , si l’o‘n d'étermine. 'lt;.s facteurs
Ay Ay y wiie Agcsy Aoy
de maniére que l'on ait, quel qué soit x ,
(10) Aoxr=1 = A, xn =3 b Ay b Ay L = Ay (B3 D) (T i) .. (L) (x =)

c’est-a-dire , si , aprés avoir choisi arbitrdirement la-valeur-d¢ 4, , oni prend



(at)

| Ay m—A (b +c+ ... +g+h),
Ay =A,(bc + ... + bg+bh+ ... +gh), o
(11) <
ete. ... ,
A.-.;td, be ... gh.

Alors les équations (5), (6) donneront

(12) P=A,(a~b)(@—c) .. (@a=—g)(@a—"h),
C (13) X=Ay(k=0)(k=¢) cco. (k= g)(k—h);®
et par suite la formule (3) deviendra «
r= Eﬁ:?) E’;:?) ((’;:gg)) ((’;:’,:)) . On trouvera de méme
y = (k== a) (k = ¢) eeee (k = g) (k = h)
(14 (b=a) (b =c) ... (b=—g)(0—h)
etc.

(k= @) (k = b) (k =¢) weeee (k — g)
h=a)(h—10) (hmc) v h—g)

v=

Ainsi , par exemple , les valeurs de x, y , z propres & résoudre les trois équations
T+ y+2 =1,
(15) axr+by +cz =k,
ar+by+cz=58,
seront ’ .

_k=bk—c) _(k—c)k=—a) _ (k—a)(k—1)
Te=h@=0'T T =0t —a)’ T c—a)c—0b)"

(16)

Dans les formules (14), le dénominateur de la fraction qui représente la valeur d’une
inconnue est le produit de toutes les différences qu’on obtient lorsq'ue du coefficient de
cette inconnue pris dans la seconde des équations (7) on retranche successivement les
coefficients de toutes les autres inconnues. Pour trouver le numérateur de la méme fraction
il suffit de substituer dans le dénominateur la lettre k au coefficient de I'inconnue que
Yon considére.



(23)
Si P'on veut réduire au méme dénominateur les fractions qui représentent les valeurs

des diverses inconnues, on pourra prendre évidemment pour dénominateur commun le
produit des binomes *

(17) bema; Comma, Comb; wiihema, hemb, .. h==g;

c’est-a-dire le produit de toutes les différences qu’on obtient quand, aprés avoir disposé
les lettres

a, b, c, . g, b

dans un ordre quelconqug , par exemple , dans 'ordre alphabétique , on retranche suc-
cessivement de chaque lettre toutes celles qui la suivent. Effectivement si I'on choisit 4,
de maniere que la formule (12) se réduise a

(18) P=(b==a)(c=a)(c=0D) ... (h==a)(h=0) ... (h—g),

les équations (14) pourront s’écrire comme il suit
X
(19) r=—F , r=

les quantités X, ¥, ... 7 étant ce que devient le produit P quand on y remplace suc-
cessivenient la lettre & par chacune des lettres @, b ,....., k.

" Le produit P, déterminé par I'équation (18), jouit d’une propriété digne de renfarque,

a l'aide de laquelle on peut établir directement les formules (1g). C'est qu’il se change

toujours en — P, quand on échange entre elles deux quelconques des lettres

Alors en effet le binome qui renferme les deux lettres échangées entre elles , changera
évidemment de signe; et de plus le produit des deux binomes, qui renferment ces
deux lettres avec une troisiéme, se confondant nécessairement soit avec le produit des
différences qu’on obtient quand on retranche la troisiéme lettre des deux premiéres ,
soit avec ce dernier produit pris en signe contraire , ne changera ni de valeur ni de
signe aprés I'échange dont il s’agit. Ajoutons que, si I'on développe le produit P, en
multipliant les uns par les autres les binomes (19), le développement ainsi obtenu se
composera de divers produits partiels affectés les uns du signe + , les autres du signe —,
et dans chacun desquels la somme des exposants des lettres



\

(23)
sera équivalente au nombre des binomes (17), c’est-d-dire &

n(n==1)

(20) 142 +4+3+ i +(n=1)= =

Le premier de ces produits partiels, formé par la multiplication des premiers termes des
divers binomes se réduira simplement &

(21) s abios ... gr-dhn-t,
Si on suppose en particulier n =12, on trouvera -

P=poma,
ou, ce qui revient au méme,
(22) P=agobt=—a'le.

Si l'on suppose au contraire n = 3, on aura
(23) P=acbrcd — a°l3c' + a'b3c® == a1 boc* + arboct == arbicd.

Donc alors , dans chacun des produits partiels que renfermera le développement de P,
les exposants des lettres @, b ou a, b, c seront respectivement égaux aux deux ou trois
premiers termes de la suite des nombres naturels

(24) ) o,1, 12, 3 ’ etc. ...

et tous ces produits partiels se déduiront les uns des autres par des échanges opérés
entre les exposants dont il s’agit. Or on peut affirmer qu'il en sera généralement ainsi,
et que tous les produits partiels dont se composera le développement de P seront sem-
blables au produit (21), et se déduiront de celui-ci par de simples échanges opérés
entre les indices ‘

0, 1,3 vy Rem2, Bem1,
Effectivement soit .
(25) aPbicr ... gtht

I'un quelconque des produits partiels, de ceux, par exemple, qui sont affectés du signe +,
en sorte qu’on ait

(26) P=arbicr .... g*ht + etc.

On tirera de la formule (26), en échangeant entre elles les deux lettres a et b,

— P -— ¢1b’c" LXTTTY g‘h‘ -~ eu-



ou, ce qui revient au méme,

(27) P==gibrcr ... g* ht — etc. .....

Donc, le développement de P ne peut renfermer un terme affecté du signe + et de la
forme

arbicr .... giht
sans renfermer en méme temps un terme affecté du signe — et de la forme

— agbpcr ... g*ht,
c’est-a-dire, un second terme qui se déduise du premier par un échange opéré entre
les exposants des deux lettres a, b, mais qui soit affecté d’un signe contraire. On arri-
verait encore 4 une conclusion toute semblable, si le premier terme était 'un de ceux
qui sont affectés du signe — . Donc les différents termes, contenus dans le développe-
ment de P, étant réunis deux A deux, produiront des expressions de la forme
. arbicr ... goht = aqbrcr ..... g*ht
(28)
3 =(arbi==aibp)cr ..... g*ht,
en sorte qu’on aura
(29) P = (arb1 — a7bP)cr ..... gsht + etc. ...

Or le binome (28) s’évanouit toutes les fois que les exposants p , ¢ deviennent égaux.
1l en résulte qu'on verra disparaitre , dans le développement de P, tous les termes ou
deux lettres diverses @, b seraient élevées & la méme puissance. Donc, si le produit (25)
est un de ceux qui ne disparaissent pas, les exposants

des différentes lettres y seront tous distincts les uns des autres; et, comme l'exposant
de chaque lettre ne pourra surpasser le nombre de celles des différences

b—a,c=—a,c=b, wi.h=—a,h=0b, . h—g

qui la renferment , c’est-a-dire le nombre n — 1, les exposants



(35)
Donc en définitive dans le développement de la fomction

(30) ' P =abics ... g2 k-t — etc. ...

tous les termes se déduiront du premier par des échanges opérés entre les exposants
des différentes lettres, et deux termes, dont I'un se déduira de l'autre par un seul
échange opéré entre deux exposants , seront toujours affectés de signes contraires.

Si l'on éléve les quantités

rangés dans un ordre quelconque, le produit de ces puissances sera toujours Pun des
termes affectés du signe + ou du signe — dans le second membre de la formule (30).
En effet , pour déduire ce produit du premier terme

a°bier ... g ho-t

il suffira d’opérer des échanges successifs 1.° entre I'exposant o et celui que porterala
lettre @ dans le nouveau produit; 2.° entre I'exposant 1 et celui que portera la lettre &
dans le nouveau produit ; etc. ..... Cela posé, représentons par la notation

(31) S(xaobic ... gr=s hn-1)
la somme qu’on obtient quand au produit
a°bics ... gr=shn-r

pris avec le signe <+ , on ajoute tous ceux qu'on peut en déduire i Vaide d’échanges
opérés entre les exposants

0, 1,3 e Nemd,Rem1;
chacun des nouveaux produits étant pris avec le signe + ou le signe —, suivant qu’on
le déduit du premier & l'aide d’'un nombre pair ou d’un nombre impair d’échanges suc-

cessifs. On aura

(32) . P=_S(:ta°b'c' weee gU=3hR=1);



(26) )
et les formules (21), qui fournissent les valeurs de x, y, 2z , ..... u, v propres & vérifier
les équations (1) , pourront s’écrire comme il suit

_s(ik’b'C’ ..... g""lhn-x)
_S(: a"blc! veses ‘n-ah.-l) ?

_S(iaﬂklcs seee gn-gh.-l)
=S (Zabior e g ki)

(33)
etc.

_S(Haobict . grmrhRmT)
v_S(Imb'c' e GRS A1)

Concevons maintenant que, dans le développement de P, on remplace les exposants des
différentes lettres @ , b, ¢ ....., g, b par des indices. Alors, au lieu de I’équation (ag),
on obtiendra la suivante

(34) . P=(apby==agbp)cr .ui. gshe+ ete. ...

Or cette dernidre valeur de P pourra étre présentée sous la forme

(33) P=Aays + A1Gncs + i+ Ay_s8; + Ay_: a0,

Aoy Ay wiie y Agany Ay, étant des sommes de produits formés avec les coefficients
Doy by veey buci; Coy €overy Cuas oo oy Bu ooy Buos Poy Byves Bacss

et , comme elle s’évanouira , en vertu de ’équation (34) , si Yon suppose

a,=by, a, =0, ... y @ner1 =bnoy,

Ao, A; ...... A.-‘,A.-l’

renfermées dans I'équation (35), vérifieront la premiére des conditions (8). On prouverait
de méme que les quantités dont il s’agit vérifieront la seconde , la troisiéme , etc. .....
enfin la derniére des conditions (3). Donc ces quantités pourront servir a I'élimination
des inconnues y , 3 .... 4, v entre les équations (1), et la valeur de x sera donnée par
la formule (3), pourvu qu’on détermine X par la formule (6), ou, ce qui revient au
méme , pourvu qu’on appelle X ce que devient l’expression (5) quand on y remplace
la lettre @ par la lettre k. Donc , en définitive , les valeurs des inconnues
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T yYy e by

pro;;res 4 vérifier les équations (1) seront des fractions, dont on obtiendra le commun
dénominateur P en remplagant les exposants des lettres @, b, ¢ ..., g, h par des in-
dices dans le développement du produit qui compose le second nombre de I’équation (18).
Quant au numérateur de chaque fraction, on le déduira immédiatement du dénomina-
teur , en remplacant les quantités, qui dans les équations (1) servent de coefficients &
Vinconnue que I'en considére , par les seconds membres de ces mémes équations.

Si, pour plus de commodité , on représente par la notation
(36) S(Faobic, ... Br-s h.:-.)
la somme qu’on obtient quand au produit
obics coree Guoa hino

pris avec le signe + on ajoute tous ceux qu'on peut en déduire i l'aide d’échanges
opérés entre les indices

L

chacun des nouveaux produits étant pris avec le signe + ou le signe — , suivant qu'on

le déduit du premier & V'aide d’'un nombre pair ou d’un nombre impair d’échanges suc-
cessifs ; on aura

(39) P=S(*x acbics ..... Br-sha_y),
et les valeurs de x, y, z ..... > ¥, v, propres & vérifier les équations (1) ,‘ se présen-
teront sous la forme

_S(Ikob.C3 ooooo 8,.-;"._[)

T S(=x aodica e Br-ahn-1)’

_S(..'": aok|C; sesee 8,;-.’.._])
(38) y T S(=* aobicy ... Br-shnoy)’

etc.
» _S(*xaobic, ... Brnoshny)
TS(Eaocbics e Gnoahaoy)

Si , pour fixer les idées , on réduit les équations (1) &

o + by +coz =k, , -
(39) ) a,x +by+cz=k,

X by +az=h,
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on trouvera
o) =z = S(* kobics) _ kobica == kodacy = kybuco = kibocs + kibocy — kibyco
' T D(xaohics) T @obica = aobac, + a,byco=—a, {loc. +asboc; = azb,co’

On arriverait au méme résultat , en présentant la premiére des équations (16) sous la
forme

_(d=K)(c=k)lc=0))
(41) fET=ac—a)(c—0b)

puis développant les deux produits
(b=k)(c=k)(c=10), (b=—a)(c—=a)(c—1),

et remplacant dans les développements les exposants des lettres par des indices. Sous
ces conditions, la formule (41) peut étre censée fournir la valeur de la premiére des in-
connues que renferment les équations (3g). Cette valeur, qui prise & la lettre serait inexacte,
et ne peut devenir exacte que par suite des modifications énoncées , est ce qu’on nomme
une valeur symbolique de V'inconnue dont il s’agit. L’équation (41), considérée sous ce
point de vue , est elle-méme une djuation symbolique.

Concevons & présent que m <+ 1 inconnues, représentées par

Loy Ti wee Ty
soient déterminées par m +-.1 équations du premier degré et de la forme

¢ xo= ko,
Xo+x, =k,

Xo+ 3, +X2=k,,

To == MX; 4=

On tirera successivement de ces équations
Xo=ko) xi=ky ==Ky, Xs=ks == 2k, +k,, etc. .....

et généralement, si 'on désigne n un quelconque des nombres entiers renfermés entre
* les limites o , m , on obtiendra pour valeur de x, une fonction linéaire des quantités

Koy kiy ks veursy kn s
Suit en conséquence

(43) Tn= Aokn + Asknos + Askns = oo+ Auosky 4 Aky.
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Dans le cas particulier ou les quantités

(44) Koy Ky ks coere s Kim

(43) ke=1, k, kb, .o, bk,
on aura simplement . . '

(46) Xy = Ak* = A k=t = A K0 4 L + Apk + A, .
D’autre part, il est claix, que, dans ce eas, on vérifiera les équations (§2), en posaat

r+1=k, x=k—1,
et ' -
Tp=a" = (k—1)",

ou, ce qui revient au méme,

n(n — 1)
1.2

47 C o xy =kt =kt 4 Ry e . xhRkx1.
Les formules (46) , (47) devant s’accorder entre elles, il en résulte qu’on aura, quel que
- soit k,

(48) Aok® + A,k 4 Aykn=s 4 ...+ 4.-.k+.4.=k~-—nk~-'+"(l"_;)k~-’

wxnkxr,
et par suite . .
n(n—1)

(49) 'Ao=x,A.=—-n,.4,_.—.—;—, .4,,.‘.=1n,A,,=:t_|.'

Donc lx wdenr générale de x, , déterminée par la formule (46), sera

(Sv) . -.1'- = k.= nky_, + @*ﬂ-: w— e x nk, * ko.

Au reste, on peut arriver directement & I'équation (50), en combinant entre elles par voie
d’addmon les n premiéres des formules (42) respectivement mulhphées par ‘les coefficients

n(ne1)

1, =—n, —, vee Fl, T, )

puis ayant égard aux formules (1g) et (20) du § 3, ou plutst & celles qu'on en déduit
quand on échange entre elles les lettres m et n. Donc en définitive les valeurs de

Zo 9 Xy eones ) Im
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propres a vérifier les équations (42) seront

( Xo=Kk,,

x.:k‘ —ko,
(5.) % x;:k;-a‘]"'ko’
etc. .....

\ 1.2

Xm = kny ===k +ﬂukm., - e ¥ Mk £ ko .

Si, dans les formules (42) et (51), on remplace simultanément les quantités

Koy Ty X eevesy Tms Koy kiy ks vvie y km

par les rapports

o FL T Tm ko ks
0 a H a. LXITY) am ) Q ) a 9 a‘

on en conclura que les valeurs des inconnues
Loy Ly g Xz eovee 9y ¥m
propres & vérifier les équations

r

(52) <

m(m = 1)

\

sont respectivement

xo =k,
x, = k; — ak,,

(33) » Xy = ky = 20k, + a*k,,
etc. .....

Zm =knp = makp '+ m(m—1)

a'km—z —

LX)

km

a’

xo =Ky,

r +ax,=k,,

Xs+ 24%; + @xo =k, ,

.....

Xm -+ MATM-1 + -‘—a—a'.rm..a + . FmaAnTt Y, F amxe =Kk,

F mamr=rk, xamk,.
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Si Von suppose en particulier @ = — 1, les formules (52) deviendront

xo=k,,

Ty ——2o =k,

(54) Xy e 2T, A+ Xo=ha,
etc. e

m(m =1
( ).r,..-. e FMTm X XTo = knm ,

Xm =M ey =

.

et 'on en tirera

4
xXo=k,,

=k +k,
(55) { »s=h+aki+k,
etc. ... '

Xm=km + mkpo; + ﬁ(m;') kmea = oeee + mk, 4=k, .

\ 1.2

§ 5. Formules d'interpolation.

L'interpolation consiste & déterminer la valeur exacte ou approchée d’une fonction
d’aprés un certain nombre de valeurs particuliéres supposées connues.

Considérons spécialement une fonction entiére u de la variable x. D’aprés ce qui a
été dit dans le § 3, cette fonction sera complétement détenninée, si elle est du degré
m, et si 'on en connait m -+ 1 valeurs particuliéres. Soient

Uy Uyy Us coreey Umer ) Um
ces m <+ 1 valeurs particuliéres correspondantes aux valeurs

1'0, X's ’ X' esese 9 Tme1 ) X'm

de la variable x. Si l'on suppose d’abord que les valeurs particuliéres de u se réduisent
toutes & zéro, a ’exception de la premiére u,, la fonction u, devant alors s’évanouir
pour r =x,, pour r = i ..... , enfin pour r =z, , sera divisible par le produit

(X == 2y) (== 232) sree (X =),
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1

et sera par conséqueat de la forme
U= a (X = 2y) (X === X3) ceees (X =—2m),

a ne pouvant étre qu'une quantité constante. De plus, u devant se réduine a u, pour
x =x,, on en conclura

Uo = A(Xo == Xy) (Xo == Ty) oo (Lo == Xm),
et par suite !
(X == 2,) (X === T3) eeree (X == Tm)
(To==2;) (Xo = T3) ooee (Xo == Xm)

(1) U= U,

De méme, si les valeurs particuliéres de « se réduisent toutes & zéro, 4 l'exception de
la seconde u,, on trouvera.

(X = Xo) (X == T32) wvees (X =)

U=, (s = Zo) (T4 = T3) eeaen (X; = Tm)

etc. ..... Enfin, si elles se réduisent toutes & zéro, & ’exception de la derniére u, , on
trouvera
(x =— rq)_(x —Z1) seeee (X = Xmaa)

U =Uy (Tl‘m_ zo) (xm—xl) sesee (xm—-rm—l) .

En réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses hypothéses qu'on
vient de faire , on obtiendra pour somme un polynome en x du degré m , qui aura évi-
demment la propriété de se réduire a,w, pour xr==x,, & u, pour r =z, ..... y A Um
pour x = xn. Ce polynome sera donc la valeur générale de u qui résout la question
proposée , en sorte que cette vﬂePr générale se trouvera déterminée par la formule

(X == x,) (X == T3).e(T == ZTp) (X =20) (T =T} X = Tny)
(1‘0—1'.) (1‘0—1':).-(1'0—1'".) o lm (rm—z'o) (-z'm‘_xl)"(xm‘—'rm—l) ’

(2) ©=u,

qui est la formule d’interpolation de Lagrange.
En vertu de la formule (1), si la fonction « du degré m doit s’évanouir pour les va-
leurs particuliéres

de la vaviable x , et se réduire A P'unité pour x =m , on aura

3) ‘_.r(.r-— 1) eenee (T =—m =+ 1)
= 1.2 e m .




(3)
Lorsque les valeurs particuli¢res de x représentées par
ro, X ) s 9 eece X'm
se réduisent aux différents termes de la suite
0,1, 2, v m,

alors , pour obtenir la valeur générale de u, il suffit évidemment de supposer

x(x =—1) Z(X == 1) cvere (X =mem 4+ 1)
1.2 o hom 1.2 v B

4 U=da, 4+ a,x 4 a, ,

et de choisir les coefficients

Aoy Ay y Qs eeveey Ay

de maniére a vérifier les équations

ao +a,=u,,

(%) < Qo + 28, * Br=u,,
etc. ... : '

m(m e 1)
Ao+ M, + ———— s+ e+ O Sl -

Or, on vérifiera ces derniéres [ voyez le § 4] en prenant
a, =u,,

a, =u, —u,,

(6) Ay = Uy == 2U; ¥+ Uy,

etc. ...

m(m — 1)

Am= gy = IRlUmey + — Mpes cieee F MU T U, .

Donc la valeur générale de u sera
X(I = 1)

U= Uo o (U == Uo) X 4 (Uy ==e 21, + u°)_x—a— A iiiiieeeaae

(7)
: - mm—1 L = 1) ees (T =—p 41
oo (Um =ty + —(——)-u..._. v FMU; uo)'r( R ) .

1.2 : 1:3 seee @
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Si I'on suppose en particulier :
u=axm,

on aura :
(8) U D20, Uy =20, U S2a2M , wvuee Umey == (M8 e 1), iy =™,
et les formules (6), (7) donneront .
a =0,
a ;=1 ’
Ay = 2" == 13,
© =3" e=3.am 4+ 3,
etc.
Aoy = (M e 1) e (M o 1) (M o= 2)1 4= ..., E (Mme=1),
an =mm —m(m —1)m +m(ml..-;')(m—2)m— o FM,
Im=2x + (23" e=m3) ——= .r(.r — 4 (3 e 3, 2m +3)z£:%—)+ etc.

(10)

vee +(mln —m(m_ x)m +"i’ln7-;;ll (m_g)m_ ":Fm)x(x—l-f);'(f"r': +l).

D’autre part, comme, dans le cas dont il s’agit, on aura quelque soit x

2 = L1 ) oo(Hmmitt 42 T L ) (L ettt 4= 1
(n)x"'_a,--a.x-o-a.—(—-—-) a,,.-.'r( ) )+a,.. ( )

1.2 1.2 .. (Mme=i) 1.2 oo m
on en conclura

am
=1,
1.3 . m
Am- a
i —[1 2+ .. + (m=—1)] ~— =o,
| S T (m = 1) 2 weren m

(12) Amay= 1.2 (M = 1) [1+2 A erre e (1 = 1)] = 1.2 (1 =) (In—nl)m ’

etc.
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On aura donc encore

( M e (111 e 1 )M +m—(':'—-:—l)(m—2)'"— ..... +tm=1.2.3 e M
(13)¢ (11— 1) e (1 e 1) (M =2 + ... :F(m-—d =1.2.3.. (m—l)in-(—ma—_-ﬁ,
\ etc.

et la formule (10) pourra étre réduite &

m(m =

XM = (X m=1). (T mrt 1) + 5 ').z'(.r—l) o (L=t 4 2) + ...

(14)
Imetamam g 1

QM= e |
.......... -— X(x==1) (2 =12) +—l——.r(.z'— 1) 4.

Si, dans cette derniére , on change x en —x, elle donnera

m=x(r + l)...(x-o-m—l)-—Ti‘"—':z'l—)x(x-i- 1) eee (€ 4= M ==2) +

(15)
............ :1:3"'"—1_2::—'1-(3:4- 1)(x +2)F W%‘a:(:r-i— 1) .

Lorsque m est de la forme
. p—1,

p désignant un nombre premier impair , la premiére des équations (13) se réduit i

(m —

(16) 1.2.3.m=mm —m({m—1)m +-= = l)(m—a)'"— ceves ——

et, comme alors, en vertu du théoréme de Fermat sur les nombres premiers, les puis-
sances

mm, (me=—1)", (m—2)", etc. ...

divisées par p donneront I'unité pour reste, il est clair que le second membre de I'équa-
tion (16) , divisé par p , fournira le méme reste que la somme

m(me—1)
1.3

1e=—m + ete. cuis =M= (1 = I o | = 1,
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Donc , lorsque p = m + 1 est un nombre premier impair , le produsit

(17) 1.2.3 oo m,

divisé par p, donne pour reste — 1, ou en d’autres termes ce produit , augmentd de
Lupjté , devient divisible par p. Cest en cela que consiste le théoréme de Wilson , qui
s¥étend au cas méme od Fon pose p =2 = 1 + 1. D%ailleurs il est clair que ce théo-
réme subsiste uniquement pour les nombres premiers. Car, si le nombre m + 1 admet
d’autres diviscurs que lui-méme et Punité , chacun de ces diviseurs , se cemfondant
nécessairement avec 1'un des nombres 2, 3 ..., m , divisera le produit

1.2.3 .. m
d’ou P'on doit conclure qu’il ne saurait diviser la somme
1+ 1r.2.3 ...m.

Si les valeurs particulicres de x représentées par x,, ri, .. r, se réduisaient aux
différents termes de la progression géomdétrique '

1, ryld%, w.. rm,
alors , en posant
U=Ao+ AT+ ie. + ApIT™,

on aurait, pour déterminer les facteurs inconnus a,, @, ... am, des ¢quations linéaires
dont les premiers membres seraient semblables aux premiers membres des formules (7)
du § 4, et par suite on obtiendrait les valeurs de a,, a,, etc. ... am, en ajoutant les
équations dont il s'agit, aprés les avoir respectivement multipliées par les coefficients
des diverses puissances de x dans les développements des produits

(=) (£ = 12).oo(X o PP g (I e 1) (T == 1) oo (e 171), @AC. y (T 1) (X 1) oo (X e pe =Y,
On trouverait ainsi
(18) u=

Ug = PP+ M)ty 4 TPPR TP U . T § N SV L Ll IR ) B ol 1S
(=r) (1=r%) . (1=rm) T T =) (=) e (P =)

Observons cnfin que des. forpulea (9). et (18). on déduire facilement; celles, qui: seraient
relatives au cas ou les valeurs particuliéres de x coincideraient avec les différents termes
d’une progression quelconque soit arithmétique , soit géométraque.

et
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§ 6. Des sdries convergentes et divergentes , et en particulier de cclles qui représentent
les développements des puissances enticres et négatives d'un binome.

On appelle séric une suite indéfinie de quantités
(1) Upy Usy Ua o oury

qui dérivent les unés des autres sivint une lol conitie: Ces quantités lles-imdmes somt
les différénts mrmes dé fn Mrie que Pon éonsidRre. Soit

(2) Sp = Ug =+ Uy = soeve == Ujyuy

la somme des n premiers termes, n désignadt un nombre enticr quclconque. Si, pour
des valeurs de n toujours croissantes , la somme s, s’approche indéfiniment d’une limite
finie 5, 1a séHe séra dite corvergenté, ét 1a lithite én dukstiont sappellera la sothine de
14 série. Au tofitraire ; 41, tandisque # crolt indéfintiment , 1a somme 5, ne $upproche
&d’aucune liiite fixe , la ééiie serd divergente et n'aura phus de sommie. Dans P'an et
Vautre cas, le terme qui correspond a l'indice n , savoir u, , sera ce qu'on nomme le
terme général. 11 suffit que I'on donne ce terme général en fonction de l'indice » pour
que la série soit complétemnent déterminée. Si, dans le cas ol la série est convergente,
on pose

3) S=Sp ¥ re,

r, sera ce qu'on appelle le reste de la série prolongée jusqu’au n™e terme.
L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

(&9) 1, x, 1, a3, ctc. ...
qui a pour terme général x*. En la substituant & la série (1), on aura -
SA=1 X A e o T e T
SAT TSI 4T s T T,
et par suite

Sa(X ==mt) =" =1,

TN | _1=x

(9 SAS U AT e T = — .
-— ] =T
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On peut mettre cette valeur de s, sous la forme

. 1 { x"
(6) "=|—r-|—r;

et, comme, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numérique de la fraction

1-[‘
1 T

converge vers la limite zéro ou croit au-deld de toute limite , suivant qu’'on suppose la
valeur numérique de x inférieure ou supéricure a l'unité, on doit conclure que dans
la premiére hypothése la progression (4) est une série convergente qui a pour somme

(7 s= . ’

[ === T

tandisque , dans la seconde hypothése , la méme progression est une série divergente
qui n'a plus de somme. Si, dans la premiére hypothése, on prend s. pour valeur ap-
prochée de s, I'erreur commise sera mesurée par la valeur numérique du reste

.1"‘
(8) rn=

On indique généralement la somme d’une séric convergente par la somme de ses
premiers termes suivie de points ou d’'un etc. Ainsi, lorsque la série (1) sera conver-
gente , on aura

S U <+ Uy <= Uz 4+ U3 4+ etC. .eee

et, P'équation (7) donmera, si la valeur numérique de x ne surpasse pas 'unité,

! =(1=—2x)"".

(9) 1+ 4+ 4+x + .=

1 —x
1l résulte de cette derniére formule que la progression géométrique
I, X, 2%, 23, ..

a pour somme la premiére des puissances négatives entiéres du binome 1 == x.
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En vertu des défindtions ci-dessus édoptées , pour que la série (1) soit convergente ,
il est nécessaire , et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent converger indéfi-
niment la somme s, vers une limite fixe: en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit
que , pour des valeurs infiniment grandes de n, les sommes

Sny Sntsy Sman seens

différent de la limite s et par conséquent entre elles de quantités infiniment petites.
D’ailleurs les différences respectives entre la premiére somme s, et les suivantes sont
respectivement

Snts === Sy = Upn,
Spts ==Sy = Uy + Upy
Su43 == Sy = Up + Up g + Upyay

etc. .....

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est d’abord nécessaire que le terme gé-
néral u, décroisse indéfiniment , tandisque n augmente. Mais cette condition ne suffit pas,
et il faut encore que , pour des valeurs croissantes de n , les différentes sommes

(-]
Up =+ Upyp P

Uy =+ Upyr = Uypa ’

etc. .....

c'est-d-dire les sommes des quantités
Uny Uni1y Unpay eoeee

prises , 4 partir de la’ premitre, en tel nombre que I'on voudra, finissent par obtenir
constamment des valeurs numériques inférieures & toute limite assignable. Réciproque-
ment , lorsque ces conditions sont remplies , la convergence de la série cst assurée.

Il résulte encore de ces principes que, si une série convergente est uniquement
formée de termes positifs , la convergence continuera de subsister , lorsqu’on changera
les signes de tous ces termes ou de quelques uns d’entre eux. Car; en opérant ainsi,
on ne pourra que diminuer la valeur numérique de la somme des termes qui suivront
un terme quelconque. .

.
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Pour plus de cominodité , nous désignons dorenavant par
(10) U,, Uy, U, ete. ...
les valeurs numériques des différents termes de la série (1), de sorte qu'on aura
tn=U,, ou u,==="U,

suivant que u, sera positif ou négatif. Cela posé, il est clair que, si la série (10) est
convergente , la série (1) sera convergente & plus forte raison. De plus il sera facile d’éta-
blir la proposition suivante.

1. Théoréme. Soit Q2 la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge,
tandisque n croit indéfiniment , la racine nme de la valeur numérique de u,, c’est-d-dire
Uexpression

U= VU, . |

La série (1) sera convergente, si l'on a Q <1, ct divergente silona Q> 1.
Démonstration. En effet, soit U un nombre renfermé entre les limites 1 et Q. On
aura , dans la premicre hypothése ,
Q<.

Alors, si n vient i croitre au-de-la de toute limite, les plus grandes valewrs de
1] 1 4
Uor = (2w,
en s’approchant indétiniment de Q, finiront par devenir inférieures & U, et en méme
temps les plus grandes valeurs numériques de u, deviendront inférieures & U». Donc,
dans la premiére hypothése, les termes de la série

Wo s Uy y Usy senee Uy y Wpg g eenee

finiront par devenir ( abstraction faite des signes ) inférieurs aux termes correspondants
de la progression géométrique ’

1, U, Usy e Uy Uiy s

ct comunc cette progression sera convergente , U étant <1, la série (1) sera elle-méme
convergente. Au contraire , dans la seconde hypothése, on aura

Q>0U>1.
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Alors, si n vient & croitre au-dela de toute limite, les plus grandes valeurs de ’(d:u,,): ,
cn s’approchant indéfiniment de Q, finiront par devenir supérieures a U, et les plus grandes
valeurs numériques de u, supérieures & U». Donc alors on trouvera dans la série

Woy Uyy Us y eeove Uny Upyr, €tc.

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants de la progression
géométrique

1, U, Us, ... Ur, Ur+1, etc.

par conséquent un nombre indéfini de termes supérieurs a Vunité , U étant > 1; et
la série (1) sera nécessairement divergente.
Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur numérique du rapport

(11) Satr

s

c’est-a-dire la fraction
Unss
U.

converge vers une lunite fixe 02, alors, en désignant par ¢ un nombre aussi petit que I'on
voudra , on pourra donner au nombre m entier une valeur assez considérable pour que,
n étant égal ou supérieur & m, chacun des rapports

ym +1 l]m +3 U’M

Un ' Une” ™" T

et par suite la moyenne géométrique entre ces rapports * ou le quotient

s |-

&

(12)

3
3
al

* Lorsque n quantités positives a , a', a”, ..... sont toutes supéricures & un nombre
donné g, et toutes inférieures & un autre nombre donné %, le produit aa’a” .... est
évidemment compris entre les limites g» , A" ; et par suite la racine nm¢ de ce produit
ou la moyenne géométrique entre les quantités @, a’, a", ... se trouve clle-méme
comprise entre les deux nombres g, k.
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alors , pour des valeurs croissantes de n, s; convergera vers la limite s, s vers la li-
mite 8", ... et par suite les sommes :

Sy s'hy Ju-’*.",.‘ﬂ:".,ctc.
des n premiors terihes dés séries qni aurvht pour tetmes généraux
;&.-0-1)., Uy == Uy = Wy etc,
cohvergeront vers les limites
ses', s 5 %", et ...

On peut donc encore énoncer cé théoréme :

5.2 Théoréme. Lorsque plusieurs sérics somt comvergehites , Udildition de lewrs termes
générat fournit le terme général dune nbivelle série qul est éllesmélte cOfvetgente | et
dont la somme résulle dé Paddition dés somimes des séries proposdes.

On a, en vertu de ce théstéme , ’

(Uo = Uy 4+ Uy + etc.) + (Vo =+ v, == 2,] + ete.
(16)
= (1o 4 Vo) == (14 + v,) ¥ (615 4 1, + ctc. ...,
(o 4+ Uy + Us 4 etc.) + (Vo 4 ¥, 4 V3 == etC.) + (Wo + W, 4+ Wy + etc.)
(17)
=(Uo 4 Vo o= Wo) + (Uy # Vs =W, ) o (Uy o= 22 + ;) + €tC. corenranneene

6.c Théoréme. Si, les deux séries

(18)

z . Uoy Uy, Uy, €EC. wee

Voy Vi y V3, €tC. e

élant convergenles et ayant pour sommes respectives s, s', chacune de ces deux séries
reste convergente lorsqu’on réduit ses différents termes a leurs valeurs numériques , alors
la série

(:9) UoVoy WUoWp == 1, Vo, UoVs = UV + U0, etc. ...,

dont le terme général est

UoVp = W Vpey F cevee = Upga V) =+ Up?y
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fera elle-méme convergente et aura pour somme le produit ss', en sorte qu'on lrouvera
(o =+ Uy o+ Uy + €10 wrrs) (Vg o Vg o Dy o €V ws) =
(20) ’ ' : :

UoVo = (UoV1 == UsVg) o= (Lig¥Py 4 Uy Vg o ¥y Vp) + €tC. ...

. Démonstration. Soient. ss; $'s les sommes des » premiers termes des séries (18}, et s",
la somme des n premiers termes de la série’ (1g). Beprésentons par m le plus grand

":" , et supposons &abord que les différents termes des

nombre entier compris dans

séries (18) soient tous positifs.’ On aura évidemment dans cette -hypothése
loVo = (LoWy o UyPg) = srees oo (Mo Upey W= Uy Vpoy o seree = Upes V' Unor Vo)

(o + Uy = were = Unoy) (Do b ¥y i A Wpy)
(UG A Uy it Ui ) (o Vi g ),
8" K3asts

>Smar Smirs

Concevons maintenant que l’on fasse croitre n au-dela de toute limite. Le nombre m qui

— -2 T PP g
ne peut étre que - = lonl ~ croftra lui-méme indéfiniment , et les deux sommes

Sny Sm+1 convergeront vers la limite s, tandisque s's et 'm. cohvergéront vers la li-
mite s'. Par suite les deux produits sus’s ; Sm+15'ms: €t la somme s",, comprise entre
ces deux produits, convergeront vers la limite ss'; ce qui suffit pour établir le théoréme
énoncé. 11 en résulte aussi que I'expression

(a1)

% SuS'n == $"p = Upes Vnat = (Unos Vnoa + UncaVper) = oo

coceve ot (Unag Vs o= UnaaVs = ceees = UsVpoy = Uy Vpey )

¢onvergera , dans Phypothése dont il s'agit, vers Ia limite zéro.

Supposons & présent que , les différents termes des #éries (18) conservant les mémes
valeurs numériques, tous ces termes, ou quelques uns d’entre eux viennent & changer
de signe ; ce changement ne pouwrra que diminuer la valeur numérique dun second membre
de la formule (21). Donc cette valeur numérique, ou celle de la différence

$~5’~ -— .S".
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convergera encore , pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro, et s”, vers
la limite ss' du produit s.s's . Donc alors la série (19) sera encore convergente et aura
pour somme le produit ss’. :

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une certaine variable x, cette série est
convergente et ses différents termes fonctions continiues de = dans le voisinage d’une va-
leur particuliére attribuée a cette variable; la somme s, des n premiers termes, le reste
r. et la somme s de la série sont encore trois fonctions de la variable x, dont la pre-
miere est évidemment continue par rapport 3 x dans le voisinage de la valeur particuliére
dont il s’agit. Celd posé, considérons les accroissements que regoivent ces trois fonctions,
lorsqu’on fait croitre x d’une quantité infiniment petite. L’accroissement de s, sera,
pour toutes les valeurs possibles de n , une quantité infiniment petite, et celui de r.
deviendra insensible en méme temps que r, si ’on attribue 4 n une valeur trés-consi-
dérable. Par suite ’accroissement de la fonction s ne pourra étre qu'une quantité infi-
niment petite. De cette remarque on déduit immédiatement la proposition suivante.

7.® Théoréme. Lorsque les différents termes de la série (1) sont des fonctions d’une
wariable x, continues par rapport a cete variable dans le voisinage d'une valeur part-
culiére pour laquelle la série est convergente ; la somme s de la série est aussi , dans
le woisinage de cette valeur particuliére , fonction continue de x .

Considérons & présent une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives
de x, c'est-a-dire , une série de la forme '

(22) Qo, G1X , Gx X, etc. ..o

et soit @ la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour des va-
leurs croissantes de n, la racine nm¢ de la valeur numérique de a, ou l'expression

(= @x)* . Comme la limite ou la plus grande des limites de

1
(£ azxn)n
sera

Twx;

il est clair que la série (22) sera convergente quand la valeur numérique du produit o.r
sera inférieure & l'unité , c’est-a-dire, quand la valeur numérique de x sera inférieure

a % » et divergente quand la valeur numérique de x deviendra supérieure & é. Ajou-

tons que @ sera précisement la limite de la valeur numérique du rapport %’ﬂ, si pour

des valeurs croissantes de n cette valeur numérique converge effectivement vers une limite
fixe. On peut donc énoncer ce théoréme:
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8.* Théorlme. Si w désigne la limite ou la plus grande des lmites de lexpression’

(£ax)", ou bien encore une kmite fixe vers laquelle comverge , tandisque n croit indé-
Siniment , la valeur numérique du rapport

Qpi1
Gn

la série (a3) sera convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites

4 ) ¢
(23) R *;1

et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors de ces limites.
Si la série (32) est convergente pour des valeurs numériques de x inférieures A un

nombre donné c, ce nombre sera nécessairement inférieur ou tout au plus égal a -a:’- ;

et la série (22) continuera d’étre convergente quand on remplacera chaque terme par sa
valeur numérique. Celd posé, on déduit immédiatement du théoréme 6 la proposition
suivante : )

9.* Théoréme. Si deux séries ordonnées suivant les puissances entidres et positives de
x , savoir

.

Goy GiTy Ay y rverenns

w | .

boy by bz y crerenes

sont convergentes pour des valeurs numériques de x inférieures @ un nombre donné ¢,
la série
(25) aoboy (@ob; 4+ a1bo) ) (Gobs = a1 by + a2 b )22, etc. wune

sera clle-méme convergente entre les limites
X=e—C, T=4C,
et lon aura, pour des wvaleurs de x WMa entre ces lLimites ,
(Go = G, + @2 X® + cvernanns) (Do = by o= bya® -o- cisesesnes)

(26)
=aobo + (@oby + a,bo) T + (Gobs + a1, 4 axbo ) + etc. ...

Corollaire 1. §i deux ou plusieurs fonctions de x représentées par y, 3, ... sont dé- .
veloppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entiéres et positives
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de x pour des valeurs de x comprises entre les limites —c , + ¢, le produit yz ...
sera, pour les mémes valeurs de x , développable en une semblable série.
- En.supposant y == % = ..., on obtient cet autre corollaire :

Corollaire 2. Si une fonction de x représentée par y est développible'exi une série
convergente de la forme o
Y =G+ 8, X 4+ G X% + e

pour des valeurs de x comprises entre les limites — ¢, + ¢, le carré, le cube de y,
et ses diverses puissances seront, pour les mémes valeurs de x , développable en de sem-
blables séries, de sorte qu’on aura

PP =G+ 380, X A (238o@y + a2) X 4+ €tC. uennne
rP=al+ 3820, x + (38,2 ay + 3 a0a,? ) % + etc. ...,
ete. cwee

10.% Théor§me. Lorsque deux séries convergentes, ordonnées suivant les p_uifsance: en-
titres et positives de x , conservent des sommes égales pour toutes les valeirs numériques
de x qui ne surpassent pas un nombre donné, ces deux séries sont nécessairement iden-
tiques. ' '

En effet, admettons que , pour des valeurs numériques de x inférieures & ¢, on ait
constamment ' '

Go+ T + A X + e, =+ 0,7+ 0320 + ..., ,

on en conclwa, en supposant zr =o,

: - @0 = bos
et par conséquent
Gy AT+ e =by O = eeny
puis , en posant de nouveau r=o, -
ar=by, .

..... et ainsi de suite.

Concevons maintenant que dans la formule (5) on attribue & Ia variable x un accrois-
sement o, dont la valeur numérique soit trés-petite et inférieure a celle de 1 — x. Cette
formule donnera
(27) : 1+ (r+a)+(x -i--a)= T S € Y

i

lo— (X sa)*
Lom(x wa)’
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et , comme on aura  ° J
1 - S S | a6 )
= Y ——— = — 3 = €tC. e g
=X e =T L= l—0 (t—.z")' (1—1‘) .
on trouvéra encore Lt ’ .. N 1

. , Ce . s
14+ (X 4 &) 4 (22 + 242 o a?) o oo [ 1 = (1) 2273 b= (R =1 )2 0 T3 4= o, o+ "=7]

(28)

(1 = T e 12 ALY e (1) RIS e o e ) , o’ ¢ o+ al 3 e ) ’.
: S C =g (l=mZP (le=x) L7
puis , en multipliant successivement la somme

1 a a?
Pp— *(l—i')’+(l—x)3

par les différesits ‘termes du polynome
(1—-.1:") -_— na.x"" —(n.). arxn-3 — coe ——h,
et ayant égard aux formules (14) et (26) , on tirera de l’équatnon (28)
Lo Tt T3 b oo oo T
(122 =322 + ... f(n—'-x)x“'*)a, o

+ (1437 + 622 o oo - (R 1 ) 2"=3) 02

(29) -+ etc.
*“l-l
!—1'. |t nxn=r ) C o ] nam-t (n)..z-n.z 3
((‘—1')’ l—-x) ((1—1')3 (x_z-):_ —x )a -+ etc. ...

D’ailleurs , en vertu du 10.° théoréme , les coefficients des puissances semblables de «
devront étre les mémes dans les deux membres ‘de I’équation (3g). On aura donc encore’

Lok T A I3+ crvvercsnsasssensens PR SR S ,
. | E Y A ] —
a — n-2 = ¢ xn -n_rll-l
oy T R S R T e =
3T A B2 e - (R TS = z" nre7t _(n)axn

Th=x)pT (1=xp” (1—mxp 1=z

ete, cies’ . s . M)-Q-
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et généralement
1ok (Mm@ o (M 1) T8 A sares o (Rl )y TP =

(3') 1 xn ' nxn=t (n)n_'z-n-m-i-l
=z = (t=z)m ~ (=)™ " T T j=ma

D’autre part il est facile de s’assurer que la série

(33) 1y (M)mas Xy (MeAr))mar @y osrer (Boml)pog I=" , €tC. wunie
qui a pour terme général

(33) (M ne—1)pa X*,

reste convergente par toute valeur numérique de x inférieure & l'unité. Car, pour dé-
duire la série (32) de la série (22), il suffit de poser

Gn=(M A= N1y =(M N 1),,
et 'on trouve alors |
a me-n M
at — =14 .
an ne1 ne-1

Or, si l'on fait croitre indéfiniment le nombre n, sans changer la valeur de m, la va-
a;_... convergera vers la limite @=1. On aura donc aussi

leur précédente du rapport

—;— =1, et la serie (32), en vertu du théoréme 8, sera convergente pour les valeurs

de x renfermées entre des limites x = == 1, 2 = + 1. Donc, pour de semblables va~
leurs de x, I'expression (33) et celle qu'on en déduit en remplagant n par n—m 41,
savoir ,

(34) (R)m oy pn=m 41

deviendront infiniment petites en méme temps que _:;— . Par conséquent, si, la valear

numérique de x étant inférieure & I'unité , on fait croitre indéfiniment le nombre n ,
les quantités
xm, nx"=t, (R) xR, e (R)meyxn=m+1

dont les premiéres sont ce que devient la derniére quand on attribue successivement & m
les valeurs particuliéres 1, 2, 3, ... convergeront toutes vers la limite zéro, ct I'on
tirera de la formule (31)

1

(35) ot (7 Y 2 o= (10 =1y 22 (1 DYy T3 b aren = =
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ou, ce qui revient au méme, N
.

(36) 1ot (s o (1 1) 208 o (1 42 )3 23 o Lo, =z

On trouvera, par exemple ,

14XV 44 e = ——,
| Sl

) §
3 =
G39) 1422 32 + 423+ ... ===y’

I

1+3x+0634+ 10234 .. = ’
(1—x)

etc.

Ajoutons que 'équation (35) ou (36) peut encore s’écrire comme il suit

X8 <+ etc.

(38) (r—x)-"'—x-a--”—‘-:r-t-m(m+')#+m(m+l)(m+2)
' - 1 1.3 1 .2'.3

Si dans cette derniére on remplace x par —=x , on obtiendra la suivante

m(m-o-l)x'_m(m-i-l)(m-o-m)

a3 - etc.
1.2 1.2.3

(39) (x-o-.z-)-":x——?—x-o-

qui subsiste , comme la formule (38), pour des valeurs numériques de x inférieures a

Punité. Enfin, si dans la formule (35) on remplace x par = , celle qu'on obtiendra,
. P! par — q

savoir ,
m m(m =1
(40) (xr4+a)m=ag-me —a i+ --sl—a—) A=M=3T am ELC. .eane

subsistera pour des valeurs numériques de x inférieures a celles de a , et sera préci-
sément ce que devient la formule (2) du § 2, quand on y remplace m par —m.
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§ 7. Développements des exponentielles ex , A« .

Si, dans la formule (6) du § 2 et la formule (38) du §.6, on remplacé z par & ,
elles donneront

(1) (x+u)'"=1+m¢+ (s-——) T23 1——)(1——)4- etc, ... ’
(2)  (1==a)=m =1+ ma + ’:lt:’(l-i-m) -+ :":a;(x-o- —':T)(l-i-—:‘-)-o- etc. ...

Si maintenant on fait croitre indéfiniment le nombre m, et giécroiti‘e indéfiniment la
valeur numérique de o, mais de maniére que le produit

P

ma

converge vers une limite fimie x, les divers termes du second  membre , dans chacune
des formules (1) et (2) , s’approcheront sans cesse des différents termes de la série

o o xy - x
3 1, B, —— ) ——— o
@ Ty .271,2.32°

qui restera convergente pour une valeur finie quelconque de Ta variable x.- En effet le
terme général de la série (3) sera

et, si 'on pose

le rapport
Any - I
as n+1

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite m=o0. Donc la série (3)
sera convergente pour toutes les valeurs finies de x comprises entre les limites

r= —:—o-=oo ’ x:-(:—-:» ’
c’est-a-dire, pour une valeur finie quelconque de la variable . Cela posé, en admettant
que Pon ait R
) lim(ma) =z ’
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on tirera des formules (1) et (2)

5) Um (1o a)m =lim (1emg)=" = x-c-.r-t--'-% -+ ;.i:_.?: + etc. seeee

Il y a plus. Pour que la formule (4) entratne la formule (5), il n’est pas nécessaire
que m , venant A croitre indéfiniment, conserve toujours une valeur entiére. Car, si
Yon nomme p une quantité positive , qui croisse indéfiniment tandisque « diminue,
mais de maniére que l'on ait

(6) lim(pa)=x,

et m le nombre entier immédiatement inférieur & w, alors, u étant renfermé entre les
deux nombres m , m+1, le rapport % , compris entre 1 et 1+ _;T’ aura pour limite

Punité. Donc Ia formule (6) entrainera les formules (4), (5), et comme on awa d’aillewrs

3 ok
(1+u)“=[(l+a)~] m o (lema) ¥ = [(1mg)-m]m
par conséquent
. lim(+a) =lim(14a)*, lim(1—a) ¥ =lim(1—a)m ,

on trouvera encodre

13

) h‘m(l-o-a)“:lim(:—a)-“:t-c-z-o--l—'z:—’;-c- “+ ete. e

1.2.3

La formule (6) sera vérifiée, si 'on suppose
x
F'=7 ’

puisque , dans cette hypothése, on aura constamment wa = x. Alors la formule (7)
donnera . '

®) ' lim(x-o-a);:hh(t—c) &= +x+%+

= -+ etc H
1,2.3 . s0t0ey

puis, en réduisant x A Punité, et nommant ¢ la somme de la série (3) pour x=1,
en sorte qu'on ait

1 VI
(9 C=lkI+ o3

+ e =3,7182818 ...,
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on trouvera . .. . .
L -

(10) tm(1+n)* =lim(1—a) *=e.

On aura par suite

x X

- ——

(11) ‘ | liﬁz(|+a)‘=lim(|—¢)~ @ —er,
et l'on tirera de la formule (11) jointe & la formule (8)

’ x2 3
(12) eX= 14T + -+
- 1.2 1.2.3

== etc. .....

Le nombre ¢ est celui qui sert de base au systéme des logarithmes qu’on appelle 4y -
perboliques ou Népériens. L’équation (12) qui fournit le développemept d’'une exponens
tielle de la forme e* en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,
subsiste , quelle que soit la valeur finie attribuée & la variable x.

Si, a étant positif, on prend x=ma , les formules (1), (2) donneront

(1+a)* =14z + Z(—L)+ xs t—— ) (1= 2) + etc. ...
1.2 m 1.2.3 m m ,

P x3 1 z3 1 2
(1ma) "=1 e (14 —)+ e Y [ 1 — § 4 etc. .....
1.3 m m

(13)

m 1.2.3

et de ces dernicres, comparées a I'équation (12), on tirera

(14) (|+a):<c"<(|—a-)-; ,
par conséquent
(15) (l+a):<e<(l—a);. .

La formule (15) snbsiste pour ane valeur positive quelconque -de a.

Observons encore qu’en vertu de I'équation (12), la formule (7) sera réduite a
(16) lim (1 -o-a:,)"':lim'(l—at)-“:eJr .

Donc Péquation (6) entrainera tbujoﬁré la formule-(16).
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Soit maintenant 4 une quantité positive quelconque. Désignons , a Vaide de la lettre
caractéristique L, les logarithmes pris dans le systémme dent la base est 4, et & Paide
de la lettre caractéristique 1 les logarithmes Népériens pris dans le systéme\dont la base
est e. Enfin soit

(17) ‘ a=l(A)=1_—;c—)

le logarithme Népérien de A.' 6:1 aura

(18) A=c¢e=,

et par suite

'(19) ' " A‘:e‘-’lz 14ax + f?: -+ :;‘T; -+ etc. ...,

ou, ce qui revient au méme,

(20) A =1 +x1(A4)+ I‘[l(A)]’-l- 2 AP -+ etc. .
1.2 1.2.3

Cette derni¢re formule ‘subsiste , comme 1’équation (12) , pour une valewr fisic quels
conque de la variable x.

¥ Le logarithme x=L(y) du nombre y , dans le systéme dont la base est 4, n’est
autre chose que I'exposapt x de la puissance i laquelle il faut élever A pour obtedir y,
c’est-b-dire , la valeur de y propre & vérifier I'équation

y=4-.

Cela posé , soient 2’ =L'(y) et- b=L’(A4) les logarithmes de y et de 4, relativement
4 une nouvelle base 4’ distincte de 4. On aura

A=A, A4 =4~
et par suite 2’ =bx

’

x
—_—=b.
x

Donrc le rapport entre les logarithmes z*, x de y, dans deux systémes différents, con-
serve la méme valeur b, quel que soit y. Si Von pose en particulier 4'=¢, on trouvera

4) __M(e) s
L(A4) " L(e) ~ L(e) "’

attenGin———

1(4) =
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§ 8.. Des séries doubles ou- multiples. Nombres de Bernoull:.

Soient

Uoyoy Woyiry Wogay soeveeces
Uryoy “I’l, ul’j’ R
Usyoy Uayry Uaygay cccecvoee

ete. ...

des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales, de maniére
que chaque série horizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le systéme
de ces quantités sera ce qu'on peut appeller une seric double, et ces quantités elles-
mémes seront les différents termes de la série , qui aura pour terme général

Umy m’
1}

m, m' désignant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une
série triple dont le terme général

Unym', m”

serait une fonction donnée des trois indices ou nombres entiers m, m’, m" , une série
quadruple ..... et finalement une série multiple dontle terme général serait une fonction
de divers indices m, m', m" , m", ... chacun de ces indices pouvant recevoir successi-
vement les valeurs entiéres

Cela posé, nommons s, la somme formée par I'addition d’'un nombre fini ou méme
infini de termes de la série multiple, cette somme étant composée de manmiére qu’elle
venferme au meoins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure a
n, et que jamais elle ne comprenne un terme correspondant a des indices donnés sans
renfermer en méme temps tous les termes qu’on en déduit en remplacant ces mémes
indices, ou quelques uns d’entre eux, par des indices moindres. Si, toutes les fois que
les deux conditions précédentes sont remplies , la somme s, converge, pour des valeurs
croissantes de n, vers une limite fixe s, la série multiple sera dite convergente , et la
limite en question s’appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série mul-
tiple sera divergente , et n’aura plus de somme. Si, dans le premier cas, on pose

(2) S = Sp A I'n,
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r. sera'le reste de la série multiple, et ce reste, qui représentera ce qu'on peut nom-
mer la somme de tous les termes non compris dans s, , deviendra infiniment petit pour
des valeurs infiniment grandes de n. Enfin, si 'on pose dans le méme cas

r Vo == Sty

Vi == 53 == Sy,

3) 4
Vs == 3 ==, ,
etc. ey
et généralement
4 ' Vn = Sndt == Sa »
la série simple
(5) Voy Vi gy Vzy eseee

sera elle-méme une série convergente qui aura pour somme s, pour terme général »,,
et pour reste ry.

Comme , d’aprés ce qu’on vient de dire, les termes non compris dans la somme s,
se réduiront soit aux différents termes dans lesquels la somme des indices est au moins
égale & n, soit & une partie de ces mémes termes, on peut évidemment énoncer la
‘proposition suivante. ' '

1. Théoréme. Une série multiple sera convergente, si dans cette série les termes ot
la somme des indices devient au moins égale @ n , étant ajoutés les uns aux autres en
tel nombre et en tel ordre que Pon voudra , fournissent une somme qui devienne infini-
ment petite pour des valeurs irfiniment grandes de n. 11 y a plus. Si tous les termes
de la série multiple sont positifs , cette série ne powrra étre convergente sams que la
condition que nous venons d’énoncer soit remplie, et, dans ce cas, on pourra évidem-
ment, sans détruire la convergence de la série , changer les signes de tous ses termes
ou de quelques uns d’entre eux. On peut donc encore énoncer cet autre théoréme. ‘

2.° Théoréme. Une série multiple est toujours convergente, lorsque les valeurs numériques
de ses différents termes forment une série convergente.

Si les différents termes de la série proposée étaient les uns positifs , les autres néga-
tifs , il pourrait arriver que la série fat convergente , et que les termes dans lesquels la
somme des indices serait au moins égale & n, étant ajoutés les uns aux autres dans un
certain ordre , ne donnéissent pas toujours une somme infiniment petite pour des valeurs
infiniment grandes de n. cette remarque’ est applicable méme aux séries simples. Ainsi,
en particulier , si I'on considére la série simple

1 R {
-4-', e =y F

6 -1 !
©) ! n? Tn4y

- - —
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on aura
(7) $u=l—'—+l—i+"",*l;
’ 2 3 ‘ n

et, comme les valeurs numériques des différences

T
nei

* Sap1==Sn = F )

1 1
Smgs = Sn = -
m T :F(n+| n+2)’

8

1 1 1
Suad =Sy =k — +
" " (n-o-x na42 n-o-?»_)’

etc.

seront toutes renfermées entre les limites

) 1 o 1
(9) nea1’ R+l ne+ 2

?

qui deviennent infiniment petites pour des valeurs infiniment grandes de », on peut
affirmer que la somme s, convergera pour des valeurs croissantes de n vers une limite
fixe s, et que la série (6) sera convergente. Mais si, au lieu d’ajouter les uns aux autres
les termes

1 1 1

F + F etc. oo
na41’ n+2’ "n+3’ e

pris dans l'ordre ou ils se trouvent, on venait & intervertir cet ordre en choisissant
‘parmi eux des termes affectés du méme signe, par exemple, les snivants

' L0 o !
n+2’ " A4+f’" "n+an

la valeur numérique de la somme de ces demiers termes, savoir ,

1 r 1
- —— e
n+2 n+4 ) 3n

surpasserait évidemment le produit

l_l
RX3a=3



et comarsit d'étre infisimcnt petite pour des valeurs infiniment grandes de =.

Lorsqu'une sétie multiple est uniquement composée de termes positifs, glors, pour que
la condition énoncée dans le premier théoréme soit remplie , et par swite pour qu’on
soit assuré de la convergence de la série, il suffit évidemment qu’en adoptant , pour
former la somme désignée par s,, un des différents modes qui peuvent satisfaire aux
conditions précédemment indiquées, on obtienne une valeur de s, qui converge vers une
limite fixe s, tandisque n croit indéfiniment. De cette remarque , jointe au théoréme 2,
on déduit immédiatement la proposition suivante. :

3.* Théoréme. Nommons s, la somme formée par Uaddition d’'un nombre fini ou méme
infini de termes d'une séric multiple , cette somme élant composée de maniére qu'elle ren-
Jerme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure ¢ n
et que jamais elle ne renferme un terme correspondant a des indices donnés , sans ren-
Jarmer en méme temps tous les termes qu’on en déduit en remplacant ces mémes indices
par des indices moindres. Si, dans un cas particulier ot ces deux cdnditions soient rem-
plies , la somme s, et celle qu'on obtient en substituant aux différents termes qui la
composent deurs valeurs numériques , convergent lune et Pautre wvers des limites fixes ,
il en sera de méme dans tous les cas ; et la série proposée sera convergente.

Scholie. Tl est important d’observer que les deux sommes dont il s’agit ici con-
vergeront vers des limites fixes , si la série (5) et celle en laquélle la série (5) se trans-
forme lorsqu’aux sommes de termes désignées par v,, 2;, %s, ... on substitue les
sommes des valeurs numériques de ces mémes termes, sont Vnue et I'autre convergentes.

Considérons , pour fixer les idées, une série double, par exemple, la série (1). Si
cette série est convergente, alors, en prenant pour s, la somme des termes dans lesquels
les indices offrent une somme inférieure 3 n, on trouvera

(10) Vn = Uoyn Uiy per = weee Ugegy 1t +Unjo

et la série (5), réduite &

(r1) Uoyoy Uoyry = Uiyoy Uoya == Uiy == WUsyo 5 €LC. weune

sers ame adtie simple comvergente , dont la somme s ne diffévera pas de celle de la
série douhle. Si, dans l¢ méme cas, on prand pour s. lamwne des ermes ol le premier
indice fst inférieur & n , em trouvera

(13) . Ve a=Ungo ™ Unys == lngs == 66 woope 5

par canséquent chacune des séries horizontales comprises daus Je tahlean n.o 1 sera con-
vergente , et les sommes de ces séries convergentes , savoir ,

{13) Uoyo 4= Ugyr == Uoya == €LC., Uyyo == Uyyy M Uy ys = €8C., Usjyo == Uayy == Usys + €lC., ...
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formeront elles-mémes une nouvelle série convergente dont la somme sera ‘encore s.

Enfin, si 'on prend pour s, la somme des termes de la série doublc od le second in-
dice est inférieur h n, on trouvera

(14) Wy 55 Uoyn o Upyn = Uagn =+ CECh suees )

par conséquent chacune des séries verticales comprises dans le tableau n.° 1 sera con-
vergente , et les sommes de ces séries convergentes , savoir

(15) Hoyo == Uigo + Uayo = €LC.y Uoyy = Usyg <= Usyy = CLC. Ugys = Uy 53 4 Usys o= €LC., oo

formeront & leur tour une nouvelle série convergente dont la somme sera encore s. Ajou-
tons que du théoréme 3 et du scholie placé a la suite de ce théoréme on’ dédmn im-
médiatement la proposition suivante :

4.6 Théoréme. Si des trois séries simples (11), (13), (15) lune est convergente, et de-
meure convergente , tandisque lon remplace les quantités ug,o o Uiyo, Uoyiy Kajo e€te.
par leurs valeurs numériques , les deux autres seront pareillement convergentes , et la
série (1) sera une série double convergente, dont la somme ne différera pas'dc celles des trois
séries simples dont il s’agit.

Pour exprimer que s représente la somme de la série (1) supposée convergente, nous
écrirons simplement

[ S==Ugyo = Upy1 = lUgys == €tcC. ...

+ Ugyo o Uyyy <+ Usys =+ elc. ...

(16) {

-+ ul’o C “”l L “;’, -+ etc. ...

etc. ..

Soit maintenant z une fongtion de deux variables x, y . Pour que cette foncﬁon soit
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entidres et po-
sitives de x, y, c’est-d-dire, en d’autres termes, pour que z puisse étre econsidéré
" comme équivalent 4 la somme d’une semblable série, il ne suffira pas, comme on pourrait
le croire au premier abord , que z soit développable en une série convergente ordonnée
suivant les puissances entiéres et positives de x, et le coefficient de chacune de ces
puissances en une série convergente ordonnée suivant les puissances entidres et positives
de y, en sorte qu’on ait

(17) 2 =Ue + U T = Ua TP =+ €LC. cereey
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Uo = Boyo =+ Bog1) + @oyay? + €tC. .ou,
('8) S Qiyo = Gygr ) + Qyya ) etc. i 9

. Us = Azyo =+« A3y )y + a;,,)”-’- etc. ..... N
et par suite o . _ .
Z = doyo + Boy )y + Qoya Y + oo (a.,o-o-a.,.] + a1 )t + )T

(19)

+ (@ay0 + G251 = G1y0 93 + )T + ete. .
Mais ; en vertu. du théoréme £, z sera.effectivement développable en ame sésie conver-

gente ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de & , » , j¢ venx dire, que
s sera la somme de la série double

[ Aoy, Aoy )5, (Qoya y*, etc. ... ,

G130%, Q13 Ty, Gi1yaXYy*, etc. ... ’
(20) $ .
Gryo X2y Qay1 T3Y , Bays T3Y?, etc. ... ,
etc. ..... , o .

4 le second nombre de la formule (19) conserve une valeur finie et déterminée , orsqu’on
¥ !Yemplacé les variables x, y et les eoefficients ’

Qoy0 9 Boyry Boya y oo 3 Brgoy Argry Brgayeeey Aayoy Gagry Aagay ees ; €LC. woins

par leurs valeurs numériques.
Pour échaircir ce qu’on vient de dire par des exemples, concevons d’abord que I'on
veuille développer, suivant les puissances entiéres et positives de x, » , le produit

L= Iy

=

Alors , pour de; valeurs de x,  propres & remplir les deux conditions

(21) . »n<i, r»<i,
on aura
(23) 1= — ' = z x + etc. ooy

— = + +
o= L Q) L=y I—y 1=y

(23) — = +y 4+ + et e,

] o=



(63)

et par suite :

(34) —

L iy,:(H-J’-o-y- + ) "'x("".?"“f""-")'!‘x‘(l-!-,r-i-y'-o-...)-o-etc. .

Or comme la formule (24) continuera de subsister quand on y remplacera les variables
x , y par leurs valeurs numériques, on peut affirmer que, si les conditions (21) sont
remplies , le produit

I 1

I—X 1 =Y

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes
de x, y, en sorte qu'on aura

( 1 I
— — ] -+~ 3 <= etc. ...

4 + T4+ y + Ty* + ctc. ...

(25)

“+ X 23y 4 23y + etc. ...

. -+ etc. w.uey

qu’alors aussi chacune des lignes horizontales ou verticales comprises dans le second membre
de la formule (25) offrira une série simple convergente, et qu’il en sera encore de méme
de la série simple

(26) I, T4y, X+ry+y, 34+ 4+ Xy + )3, etc. ...,

ce qu'on peut aisément vérifier en écrivant les divers ternes de cette derniére comme
il suit '

Xy 1‘3_]3 23— 3 T4 — b

(27) N ’ R A 4 ’ J Py etc. ...
Ty T rT—y =y

Considérons en second licu la fonction

T
s =

l—x—y'

Si I'on suppose remplies les deux conditions

(28) y*<it, < (1—y)p,
on aura
(29) - - z T+ ete vy

= -+ -+
l—X=) le=y (1=y)P (1=y)3
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T H
-l—:; Sl y + e e etc......,'
1
(30) (1 =y)
1
(1=—2)
etc. ceiee

=12y + 3)0 = 4yS 4 etc. ...,

=143y +6rt+10)8+ etc. ...,

et par suite

: .. )
(31) .:—z-—-y-'*'r*r* o+ Z(12y 43y 4= .)+ 23143y + 62+ ...) + etc. ...

Toutefois on ne saurait conclure de la formule (31) qu’on ait toujours ., uand les con-
ditions (28) sont remplies .

I
s -3 etc. ...
ey yu— 1 -+ y + y: -+ ¥ + etc
+ r4+23xy +3xy + 4xy? + etc. ...
(32) o " 23Xy + 613y 4 10237 4 elc. ...
+ 234423y + 10232 + 2023y% + etc. ...

=+ ctc. eeey .
et qu'en conséquence la série simple
1, T4y, a+2xy+y, B+3y + 3xy +y3, etc. ...
cest-b-dire la progression géométrique
1, x+Yy, (x+g), (x+y), etc ...

soit alors nécessairement convergente. Car il est visible que cette progression sera di-
vergente , lorsque les variables &, y étant négatives recevront des valeurs numériques
inférieures & l'unité , mais dont la somme surpassera l'unité, par excmple lorsqu’on

supposera

et par suite
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Alors cependant les conditions (28) seront remplies. Mais, si, la valetr pumérique &
étant inférieure 4 l'unité , la valeur numérique de x rie surpasse p' Ia pl!l petite
deux quantités

V=Y, "".7;

Ta formule (31) continuera de subsister , tandisqu’on y rempln; Jes warinbles -,
par leurs valeurs numériques, et entrainera I'équation (32).

Concevons A présent que , pour des valeurs numériques de x mféneum i c, la foact
y de x puisse étre développée en une série convergente ordonnée suivant les puimm
entiéres et positives de x, et que, pour des valeurs numériques de ) inférieurés i ¢,
fonction z de y puisse étre développée en une série convergente ordonnée suivant ksp
sances entiéres et positives de y, de sorte qu’on ait, entre les limites x=w=—c, z:

(33) Y =G0+ ;X 4 AT + etc. wuueey
et, entre les limites y = —=¢', y =¢',

(34) =b, + by + byy* + etc. .....

Les quantités y*, y3, etc. ... pourront elles-mémes, pour des valeurs numériques d
inférieures & c, étre développées en séries convergentes ordonnées suivant les puisa
entiéres et positives de x , & 'aide des formules

YP=a0* + 28,4, + (28043 4+ G*) I3 4+ etC. coeveenen

(35) Ji=ald + 3asra,xr + (3as2a, + 3a.a.*) 1 + ete. ...,

(voyez le § 6, g.° théoréme , corollaire 2 ), et 'on aura par suite
(36) 2z =bo+ b, (a0 + a;x + ay2® + ...) + bs(a@,* + 38,8, + ...) 4+ etc. ...

Toutéfois on ne devra .point conclure de la formule (36) que = soit développable
série coiivergente ordonnée suivant les puissances entieres et positives de -, et que l'o

(37) z2=bo + aoch: + abs + .. + (@, b + 240a,bs + ) T + (@b + )20+
pour toutes les valeurs numériques de = qui, étant inférieures & ¢, fournissemt des

leurs numériques de y inférieures 4 ¢’. Mais, en vertu du théoréme 2 , la formule
deviendra, pour une valeur donnée de x, une conséquence nécessaire de la formule
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Y.2és yéries comiprises dans les boconds merabres des formules (F3), (34) resteat tons
Yutgenites quand on rédwit thigue terne b sa valear mumériqae aprés’ avoly substitud
lans la premiére série la valeur donhée de x , et dams In seconde série ute valéar de y
gale & la somme des valeurs numériques des termes de la premiére série. Or c’est ce
qi arrivera nécessairement, si I'on attribue & x une valeur numérique inférieure h
v, et pour laquelle la somme des valeurs numériques’ des termes de la premiére série
oit inférieure 2 ¢’. On peut donc énoncer la proposition suivante :

5.2 Théoréme. Supposons que pour des 'valeurs numériques de x mﬁ!neurcs ac,y
ou développable en une premiére séric convergente ordonnée suivant les puissances en-
idres et positives de x , et que , pour des valeurs numériques de y inférieures d ¢', z
oit développable en une seconde série convergente ordonnée suivant les puissances entiéres
¢ positives de y . s sera développalie e uhe nowstlle sétie converginte brdownde Yuivant
35 puissances entitres_et poritives de da-warable x , potr toute sulwur de vete warablE

‘hoisie entre les limites —c , <+ ¢ de telle maniére que la somme de valeurs numérigques
les termes de la premicre séric soit inférieure @ c'.

1]

Supposons , pour fixer les idées ,

: 1 —e=x
38) . o ,Vz'l:_——‘—x

mt

~l39) 2= —— = d

dn tirera de I'équation (38), pour ume valeur quel¢suque de la variable r ,

xr x?
——— 4+ ———— — etc. .....
2 3 3. .

4o) ' r= -

st de la formule (3g), potr wne valvar numbitfre de ¥ fnférdeare b Punité,

41) Z=1 4y +) + 5 4+ k. ...

«0n aura donc

. _ ko 2 T s
m42) z=1 +(a‘—;_._3 + —”—4.3.4_"')"‘(I"ﬁ"‘s_—",.a.-z(—f") + ete.
.4 .

par conséquent
| (R g Ll ad 24 x4
Tl e—e-x T 6 130T ————4‘ 72 “")

- . ___+..) (6+ )m




. (66)
_pour toutes les valeurs de x qui rendront y* <1, c’est-a-dire pour toute valeur positive
de x, et pour toute valeur négative comprise entre les limites 0, —1,250 ... , le nomln
1,250 ... étant la racine positive unique de I'équation

. .
€Y wm 1

(44)

4 etc. .. =1, ou

wiR

N
* 2373335
Or il ne résulte pas de la formule (43) que la fonction

x

2 = ——
1 e =X

soit développable , pour toutes les valeurs positives de x, en uné€ série convérgente or-
donnée suivant les puissances ascendantes de x, et que l'on ait par suite , en prenant

r>o0,
. x _
s ] ——e=r
ll+ .r-o-(———)x’-o—(s )1~’+(———+ _1_;6 X4 —etc. .

ou, ce qui revient au méme,

(45

46 z =1+ lr+x L xt +-— xf tc
@0 == 2 61.2 301.2.3.4 411.2.3.4.5.6 &

Mais , en vertu du théoréme 5, la formule (42) ou (43) entrainera I’équation (46) si la
valeur positive ou négative de x est comprise entre les limites

puisque alors les valeurs numériques des termes de la série comprise dans le second
membre de la formule (40) fourniront une somme inférieure & l'unité,

En calculant les coefficients des diverses puissances de = dans le second membre de
la formule (45) , on s’assure facilement que ceux de la troisiéme et de la cinqui¢me
puissance se réduisent & zéro. Or on peut démontrer qu’il doit en étre de méme des
coeflicients de toutes les puissances de degré impair supérieures & la premiére, ¢ est-h-dxre s
que ln différence

, 1
(47) ="
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développée swivant les puissances entiéres et positives de x doit uniquement renfermer
des puissances de degré pair. En effet cette différence pouvant s’écrire comune il suit

x P

I I == e~ I xr\e*=e ’)

- —————— TN e e

(#8) 2 ] ——er 2 x -
c:_c a

ne change pas de valeur, quand on y change le signe de . Son développement, devant
jouir de la mémé propriété, ne saurait renfermer les puissances impaires de la variable x.
Observons encore que l’expression

= x . _ 1
o) c'f—e"-'_ T+ i - = -+ etc - e ete
1.2.3 1.2.3.4.5 : 2.3 2.3.4.5 )

pouvant étre présentée sous la forme

l—('zi’?; 2345 )( 2345 )—etc....

pour toute valeur numérique de x inférieure au nombre 2,179 ... c’est-a-dire i la ra-
cine positive de I’équation

X3 xh X e =X
-+ etCiviers =1, ou —_— =2

(50) 2.3+2.3.4.5 axr

sera dans ce cas, en vertu du théoréme 5, développable en une série convergente or-
donnée suivant les puissances ascendantes de x. Donc la fonction
x

x
2

CrPemge 2
que I'on déduit de ’expression (49) , en remplagant x par ; , et par suite l'expres-

sion (48) seront développables en séries convergentes ordonnées selon les puissances en-
tidres et positives de la variable x pour toute valeur numérique de cette variable infé-
rieure au nombre 4,35 ... = 2 (2,179 ... ). Donc la formule (46) subsistera, pour toutes
les valeurs de x comprises entre les limites

r=—4735 .., r=4,35 ...
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I y a plus. Gowume , pows de telles waleurs de &, le pedait da ka somime

| 1 xh 1 xb

1
! +;r+g|.2—."?;; 1.2.3.4 " 431.2.3,4.5.6 — etee v

par la différence 1 —e-+ i laquelle on peut toujours substituer son développement,
savoir ,

an te
+ — — ete. ...
Led  Leded ’

X —

se réduira identiquement a4 x, en vertu de la formule (46), on peut affirmer que cette
formule subsistera pour toute valeur de x inférieure au nombre ¢, si ce mombre est
tel que la série

1 1 I 1 xh 1-6

1
2 61.2° * 301.2.3.4" 431.3.3-4.5.6

, etc. ...

reste convergente entre les limites x = —=c, x == c. Donc, par suite , la formule

5 e +ex +I_2’3" 3 a2 L 26 x6
O Fe e T 61.2 301.2.3.4 421.2.3.4.5.6

- etc. ...,

que l'on déduit de I’équation (46), en y remplagant x par i.r, subsistera pour toutes
les valeurs de x comprises entre les limites x =—2c¢, x = 2c. Nous prouverons plus

tard que le nombre ¢ , dont il s’agit ici, est précisement égal & 12_r .
Quant aux facteurs numériques

1 1
g y % , E ) etc. .....
qui, dans les seconds membres des formules (46) et (51), se trouvent pris tantdt avec le

signe <+, tantdt avec le signe —, et multipliés par les divers termes des développements
des fenctions

e‘t+ﬂ-‘t . el.l’ - e-l.l‘
——— | et —_——1,
2 2

ils sont ce qu’'on appelle les nombres de Bernoulli.
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§. 9. Sommation des puissances entidres des nombres naturels.
Polume d’une pyramide a base quelcongue.

A Yaide des principes établis dans les paragraphes précédenu , on peut aisément dé-
terminer la somme des mme’ puissances des nombres naturels
) 1, 2, 3, au n, »

savoir , : .
(1) 1 e 2% e 3 e +nm=S(nm).

En effet , comme on a
n(n+1)=n*<+n,

n(n+1)(n+2)=nd3+3n*+2n,

n(n-1)(n-2) (n+35=n# +6n3+11n2+6n,

les formules (15) du § 1. donneront
sm:wgﬁ,

S )+ S(m =202,
@ -S(ﬁ3)+3S(n‘)+nS(n)="(”"")(nz-z)(n-q-?.)’

S(n4) 4+ 6S (n3) +11S(n2) +6S(n) =n(n+ ')(n*25) ("*3)(""'4),

et par conséquent

n(n-1)

Sry=="5—"

. _n(n+l)(n+2)_n(n+x) n(n<41)(2n+1)

)= 3 P _ 2.3
3 3 -
(3) S (n) =n(n+1)(u2—2)(n+» ) _n(n+l)2(zn+|)_n(n.‘_l)z(n(n:-l)) ,

n(n-t-l?(n +25)('l + 3)(""'4)_3;n‘(n+1)’-—u

n(n<-1)(2n-+1)

5 —3n(n+1),

S(ny) =

etc. .....
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ou, ce qui revient au méme ,

I+ 24+3+4+ ..c.... --+n="(":")’
n=+1)(2n-41
L+ f 4+ conennnns =" 2)(3 ),
4) 1+8+274 ..ouueae. +n3=(n(n2+|)). ,
1 +16 481 + _._m_n(n-o- 1)(an+1) (3m3+3n—1)
......... = 1) (3 ’
etc. .....

11 est bon d’observer qu’en vertu des formules (4) on aura

(5) 1+8+27+ ......... +m=(1423 4+ w. +np.

Ainsi, en particulier, on trouvera
14+84+27+64=(1+2+3+4)

On pourrait facilement déduire les formules (3) ou (4) de I'équation (14) ou (15) dt
§ 5. Effectivement , si I'on pose x = n dans V'équation (15) du § 5, on en tirera

m(m=—1)

nm=n(n4+1)w (R 4+me=i)=— aA(r<+1) .. (R 4+ me==2)+.

1.2 .
(6) me=g m m=i
..... ﬁ:§———?—:—'t—ln(n+x)(n+2):s:2—l—-'-n(n+ 1)+ n,
et par suite
S (nm)=S[n(n-41)..(n4m—1)] ——m—(rﬁ;;l)- S[a(na1)..(neme=2)]=+..
(7) m=1t m M-IA
..... + ?’——TzT—-.—-l S[n(n+|)(n+n)]:|=2——l-:-! S[n(n+1)]xS (n),

puis on conclura de cette derniére combinée avec les formules (15) du § 1.*

n(n+1)...(n+m) m e=1
m- 1 -

S(nm) =
®)

3m=temamae1 n(n+1)(n+12)(n -0-3);2"'-' =1 n(n-+1)(n -o-n)in.(n-H)

1.2 4 1 3 2
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En opérant de la méme mauniére, on tirera de la formule (14) du § §

(n-o-l)n...(n—m-o-l)* m —
m o+ 1

! (Re1) R veses (R=—m A+ 2) 4+ ...

S(nm)=

(9) .
Imet—om e (n41)n(n—1) (n=—2) - 27t (R-1)n'N=1) - (n-o-l)n.

1.2 4 1 3 2

-’

Si , dans Pune des formules (8), (9), on pose successivement
m=1, m=3, m=3, etc ...,
on retrouvera précisément les formules (3) ou 4.

On pourrait encore faire servir les nombres de Bernoulli au calcul de la somme S(nm).
En effet cette somme est évidemment le coefficient de

z-m
1.2.3..m

dans le développement du polynome

ERX s | ENYX anm |
(10) er o €A o ..., “+ enxr = ex =

€T e - ] gt

suivant les puissances ascendantes et entiéres de la variable x. On a d’ailleurs , quel
que soit x,

n»x» n3x? nx ndaxs
(11) e*emi=nr-<+ o ———etc. =2 (N — + e ),
1.2 1.2.3 1.2 1.2.3

et, pour des valeurs numériques de x inféricures & 1,250 ..... ( voyez le § précédent)

T . 1 xs I x4 -t x0 :
(12) T—er Ty T T 1.2 301.2.3.4 §31.2.3.4.5.6 G
les coefficients
1 1 1
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que renferment le troisiéme terme et les suivants , étant précisément les nombres de

Bernoulli. Cela posé on tirera de la formule (10), pour des valeurs numériques de x
inférieures 4 1,250 .....

x» x3 xm
-_— 3 — 3 . P — m o ®ce0esssctscscacten
n+x8(n)+ laS(n )+ 3 S(n3) 4. += — “mS(n )+ etc

(13)

+n= ﬁx’ (+ L x 1 .‘Z"O-” x$
(" X T )‘ +br'z 301234 « 42123455 )

puis , en développant le second membre de la formule (13) suivant les puissances ascen-
dantes et entiéres de la variable x, et égalant entre eux les coefficients des puissances
de méme degré renfermées dans les deux membres, on trouvera

S(n)= %: -o-n:'_‘_(th.l.),
S(ni)__3_ i"’%:n(n-.-;)(;n*l),

(14) S(n3‘)= ﬁ:.’.ﬁ* n_’=(£l(n2—'.‘l))’ ,

4 2 4
nS nmé 1 1 n(n - 1)(2n +1) (3n‘+3n—|)
r. _mnm_ '.s
Sp)=F + T +gai—gn= 2.3.5 ’
etc. .....

et généralement

(13) S (nm) = ;:HI f;
+%gnm_l_3_|6m(m2—‘|3)(‘n;—z) ‘m_3+4|2m(m—l) : 4)(m—3)(m—4) =5 — ete.

Les deux premiéres des formules (4) ou (14) fournissent le moyen de calculer le nombre
des boulets dont se composent des piles 4 base carrée ou rectangulaire telles qu’on les
construit dans les arscnaux; et d’abord , si des boulets sont distribués dans plusieurs
couches superposées de maniére a figurer une pyramide a base carrée , le nombre des
“boulets compris dans cette pyramide se trouvera évidemment déterminé par la seconde
des formules (14). De plus, sile carré qui servait de base a la pyramide, et dont chaque
cOté renfermait n boulets , se change en un rectangle dont les deux cotés renferment
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le premier n, le second n +m boulets, et la pyramide elle-méme en un prisme
tronqué terminé supéricurement non par un boulet unique , mais par une file de m -1

boulets placés i la suite 'un de 'autre , le nombre total des boulets contenus dans le
prisme tronqué sera évidemment

m+1+2(m+2)+3(m4+3)+ ... +n(m + n)

=mS(n)+S(n‘)=(m+2n; l)S(n),

ou, ce qui revient au méme ,

an<+1\n((n -+ |)"
(16) (m+ 3 ) 2

b

La formule (16) fournit la régle connue, en vertu de laquelle on obtient le nombre des
boulets que contient une pile & base carrée , en multipliant le facteur

n(n<+1)
2

c’est-d-dire , le nombre des boulets compris dans Fune des faces obliques et triangu-
laires de la pile, par la somme

2n <1

m == 3

c’est-h-dire par le tiers du nombre des boulets compris dans I'aréte qui termine la pile
et dans les cotés de la base paralléles & cette aréte.

Si, aprés avoir divisé par n=+1 les deux membres de la formule (8), (g) ou (15), on fait
croftre indéfiniment le nombre n , le rapport :T et ses diverses puissances s’approchant

alors indéfiniment de la limite zéro , on trouvera

(17) m 3027)

nm+t T ey

Ainsi, em particulier , si I'on pose successivement m =1, m =2, etc. .. on trouvera

. S(n) _ 1
(18) lme_;,

S(n) 1

w3

(19) - lim
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On peut appliquer les formules (18) et (1g) & Vévaluation de la mrface d’u.n triangle
ou de la solidité d’'une pyramide, en opérant comme il suit. - -
" Considérons d'abord un triangle dont la basc soit B et la hauteur H. Dnviaonl cette
hauteur 7 en n parties égales a . T

H
(20) h = -

par n— 1 droites paralléles & la base B. Les portions de ces droites qui se trouveront
renfermées dans le triangle seront respectivement

by, ab, 3b,.m(n=1)b,
la valeur de b étant

(21) b..=—.

Cela posé , concevons en premier lieu que les deux angles du triangle adjacients a la
base B soient aigus. L’aire du triangle sera évidemment supérieure i la somme des aires
des retangles inscrits qui auraient pour bases les longueurs

b, ab, 3b, ... (n=1)b,

et inférieure & la somme des aires des rectangles circonscrits qui auraient pour bases les
longueurs

b, ab, 3b,... (n=—=1)b, nb=2",

la hauteur de chaque rectangle inscrit ou circonscrit étant la distance & entre deux pa-
ralléles consécutives. Donc si I'on prend pour valeur approchée de l'aire du triangle la
somme des aires des rectangles circonscrits , savoir,

(a2) . bh + 3bh + ... ..-nbh=bhs.(n)-_-sf:) BH,

Verreur commise sera inférieure & l'aire nbh =£u£ du plus grand des rectangles cir-

BH

conscrits. Si maintenant on fait croitre indéfiniment le nombre n, I'erreur commise —

décroitra sans cesse, et la limite de l'expression (21), qui sera, en vertu de la for-
mule (18),

(23) BH ,

|
a



(23)
offrira la véritable valeur de l'aire du triangle proposé. .

Si Yun des angles adjacents i la base B devenait obtus, on arriverait encore aux
mémes conclusions en substituant aux rectangles ci-dessus mentionnés des parallélogrammes
construits sur les mémes bases , et dont les cdtés pourraient étre paralléles a4 'un des
cétés du triangle donné.

Considérons a présent une pyramide & basc triangulaire ou polygonale. Nommons B

la base de cette pyramide , H sa hauteur, et divisons cette hauteur en n portions

égales A
H
(24) h=—

’

par n—1 plans paralléles & celui de la base B. Les sections faites par ces plans dans
la pyramide seront semblables 4 la base B, et les aires de ccs sections seront respec-
tivement

b, 4b, gob, ... (n=—1)2b,
la valeur de b étant

(25) b=—.

Cela posé, le volume de la pyramide sera évidemment supérieur A la somme des vo-
lumes des prismes inscrits qui auraient pour bases les sections dont il s’agit, et infé-
rieur 4 la somme des volumes des prismes circonscrits qui auraient pour bases les mémes
sections et la base de la pyramide , la hauteur de chaque prisme étant la distance &
entre les plans de deux sections voisines , et ses cdtés étant paralléles a une droite menée
_de l'un quelconque des points intérieurs de la base B au sommet de la pyramide. Donc,

si I'on prend pour valeur approchée du volume de la pyramide la somme des volumes
des prismes circonscrits , savoir,

S (n?)

(26) bh + 4bh + gbh + ..... +n2bh=0bhS (n2)= 3

BH ,

Perreur commise sera inférieur au volume n3bh = du plus grand des prismes cir-

C @ s . © agpe . BH
conscrits. Si maintenant on fait croftre indéfiniment le nombre n, I’erreur commise —
n

décroitra sans cesse, ct la limite de I'expression (26), qui sera, en vertu de la formule (19),

(37) ;— BH

offrira la véritable valeur du volume de la pyramide proposée.
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S 10. Formules pour l'évaluation des logarithmes.
Développement du logarithme d'in binome.

En prenant les logarithmes Népériens des i;uantifés que renferme la formule (15) du
7.¢ paragraphe , on en conclut

l(1+a)<l<—l(l—¢).
o o

(1)

On awa donc, pour des valeurs positives de « ,

(2) I(rt+a)<a
ct
3) —l(x—a):l(-.—'_—;)>a§.

Ajoutons qu'en vertu de la formule (10) du 5.° paragraphe chacun des deux rapports qui
constituent le premier et le dernier membre de la formule (1), aura pour limite 'unité,
quand & deviendra infiniment petit.

Soient maintenant x une quantité quelconque, n un nombre entier trés-considérable, et
x
(4) o= ; .
Le binome 1 + x sera le dernier terme de la progression arithmétique
5) I, T4, I<42d,.. I+ (Rem1)a, I -+na,

et Pon aura identiquement

1 == o 1 = 2a 1= no
(6) 1('*-1‘)—1( ) l( + o +l<x+(n—l)¢)

D’autre part, m étant un nombre entier compris entre les limites o, n, on aura

1+ (m+1a a I 4+ ma 3
=1+ ’ =1 - —
1 +mea X ma 14 (m+1)a 14+ (me=1)a

(7)
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et par suite les formules (3), (3) donneront, pour des valeurs positives de r,

Ide(m +1)a o
l( 1+ ma )<|+ma’

14 (m+1)a @
l( 1+ ma )>|+(m+l)a' ‘

(8

De ces derniéres combinées avec la formule (6) on tirera T

(9) A<l(1+x)<Y,,

les valeurs de %, ¥, étant respectivement

a o & a

(10) %= -+~ + e -+ -+ ,
14+a 1 4+2a I+ (n=—1)a 1+ na
a [ a
(1) =a+ + -+ - .
1+a 14+ (n==2)a I1+(ne==I)a

Lorsque x et par suite « deviennent négatifs , la formule (g9) doit étre évidemment
remplacée par la suivante

(13) A>S1I(1+2)>%,.

Si I'on prend pour valeur approchée de 1(r + x) la quantité % ou la demi-

A=A . .
somme = =, c’est-a-dire , si Pon pose
'3 a o «
13 1(1 +=2)= -+ -+ eenne -~ -
(13) ( ) I+a I<+2a i (n=—1) 1-4+na’
ou bien '
1 a a @ o 1 @
14) l1+x)=—ade —— 4+ ——— .o + -
(14) 1( ) Py 14+a 142a 1+ (R==2)a I+(n=—1)a 2 14+na’

il est clair que I'erreur commise ne Murpasscra pas, dans le premier cas, la valeur nu-
mérique de la différence

a __ ar x?
i+x 1+x n(i+x)’

(15) Uy — U=t =

114
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et, dans le second cas, la moitié de cette valeur numérique. Donc cette erreur deviendn
infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de n, ou, ce qui revient au méme -
pour des valeurs infiniment petites de «, et 1(i5 4 x) aura exactement pour valeur

la limite vers laquelle converge le second membre de la formule (13), tandisque «
s’approche indéfiniment de la limite zéro.

Lorsque la valeur de x est renfermée entre les limites —1, < 1, c’est-a-dire, lorsqu’ona

(16) : »<i,

alors,, en désignant par m un nombre entier inférieur ou tout au plus égal a n, on
a généralement

-]
(r7) =a—ma* + m*a} = miat <+ etc. ..,
I == ma

et par suite la formule (13) donne
(18) (1 x)=na—=—a>S(n) + a3 S (n2) = at S(n3) ==

ooooo

ou, ce qui revient au méme ,

(19) l(|+r)=x—z~'s’ff)+r’s(m)—xb S,(::') -+ etc.

n3

Si maintenant on fait croitre indéfiniment le nombre n, alors, en ayant égard aux for-
mules (17), (18) du § 9, on réduira Péquation (19) & la suivante '

xs xd xe
(20) l(t+.z-)=x—-;-+-,———+ etc. .....

3 4

Cette derniére fournit la valeur exacte de 1(1+x), toutes les fois que la valeur nu-
mérique de x ne surpasse pas Punité. Alors la série

x? x3
(21) Ly=—=—y Ty

2 3

est nécessairement convergente ; ce qu'on peut démontrer directement, attendu que, ke
coefficient g, de x,, dans cette série , étant réduit a

_ (=
._—u—

an 9
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la valeur numérique du rapport f{:—' sera la fraction

qui , pour des valeurs croissantes de n, s’approche indéfiniment de la limite 1. Ajoutons
que la série (21) sera encore convergente pour x =1, et qu'on aura par suite

111

(22) l(n):l—;-o--.d——-z--o-etc ..... ,

mais qu'elle deviendra divergente pour r =1, ce qu'il était facile de prévoir,
puisqu’on a

(23) 1(o)=—0e.

Enfin , si, dans la formule {20), on remplace x par —x, on en tirera
(24) —_—](1e=z)= l(——)_x-l--—-r--—-o-—--l-etc .....

Lorsqu’a l'aide des formules (13), (14) ou (20) on aura calculé la valeur exacte ou
approchée de 1(1 + x); pour en déduire celle de L (1 4 x), lalettre L indiquant
un logarithme pris dans le systéme dont la base serait non plus le nombre e, mais un
autre nombre quelconque A , il suffira de recourir & I'équation

L(tr+x)__ L(e)_L(4)

Ta+=x)" T() 1(4)—L( )=—(—)
de laquelle on tire
(25) L(t+2x)=L(e)l(14x), ou L(t-o-.r):l(ll(-;)"'). .

Si dans les formules (20) et (25) on remplace x par g- elles donneront, pour des

valeurs numériques de x inféricures & celles de a,

x x3 4
(26) l(a-&-x).—_l(a)-'-;—-a—a—‘-l-m—f;-o-qtc. ......... ,
et. _ _
L - .
@an L(a+x)=L(a)+ f... -1-3”“, 444"' we Y e (e)
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§ t1. Développement d'une puissance quelconque d'un biriome.

Comme on a identiquement \

') ' x+':r=c‘('+’),

on en conclura, cn ayant égard & la formule (20) du § 10, et supposant la valeur nu-
mérique de x inférieure & l'unité,

x :p'_‘_:ﬁ b + etc
(@) 1+xr=¢ 2 3 4

On aura donc alors, quelle que soit la valeur positive ou négative de l'exposant 4,

3) DT, )

(1+.r)“'.—_‘cl.‘(:r-—2 3 4

et par suite

b z, = o (U SR N
4) (+x) =1 +y.x(x—2+-§——... -\ T -+ elc...,

ou, cc qui revient au méme,

® x
(1 4+x) =144 x—;+——-z—+.. et [ — ———— e e e,

Or, dans I'hypothése admise, la somme

x
X = o o e e @RC...
2 3 .

conservera une valeur finie et déterminée quand on remplacera les différents termes dont
cette somme se compose par leurs valewrs numériques, et l'on powrra en dire autant
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des sommes que renferment les seconds membres dcs formules (4) et (5). Donc alors la

formule (5) entratnera la suivante .
(1 -0-..1‘)“ =
® s P-‘ #’ ps u
I*M*(———)I""(——-——* )Z‘ -+ -—4——2)1""-0'&-.“.
qui se réduit &
(7) (+2)F =1 +ur+“(i‘:')1ﬂ+“(“—l'2(";—2)x’ #“(“—:).(:;.’20"—3)1‘44- etc...

Pour déterminer immédiatement le coefficient de 2" dans le second membre de Véqua-
tion (7) , il suffit d’observer qu’en vertu de la formule (4) ce coefficient sera une fon-
ction entiére de g du degré n ; et que le méme coefficient , devant se réduire évidem-
ment & zéro pour les valewrs o, 1, 2, 3, ... n—1 de l'exposant x, puis & l'unité
pour x=n, se confondra nécessaxrement avec le rapport

B (ph== 1) ceere ([L—n-l-l)
1.2 eees B

Cest-a-dire avec la valeur de u que fournit I'équation (3) du § 5, quand on y substi-
tue la lettre & i la lettre =x.

Si dans I'équation (7) on remplace x par —x et x par —pu, on obtiendra la
suivante

(8) ('—x)_“=x+y..r+ F(fv: 1) #(M-Ol-ll(‘;*g)x’-h e

Cette derniére formule subsiste , comme D’équation (7), pour des valeurs numériques
de z comprises entre les limites
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Jes formules () et (§) donneront

= 1 1 1.3 1.3.5
(9) (1= )3 ,—:l-ﬁ-;x—mz‘-o- 3.4.61‘3 2.4.6. 81‘4+etr ’
et
(10) (t-—l) ‘=l+—x+~'-%:3+-fz——§x3+-—i—z~1m+ €tCueree

L’équation () fournit le développement en série de la racine carrée du binome 1+,
quand la valeur numérique de x est inférieure & l'unité. De méme , en posant succes-

sivement p= 3- . y.a::z y etc.,. on déduirait de I’équation (7) les développements

en séries de la racine cubique, de la racine quatriéme , etc... de ce méme bineme.
Concevons 4 présent que l'on généralise les notations employées dans le § 1.f, et que
"on désigne par
(#)n et (m])s

les coefficients de x~ dans les développements des binomes

+x) & (=z)7*

suivant les puissances ascendantes et entiéres de x, u représentant une quantité quel-
conque et n une quantité entiére, positive nulle ou négative. Alors on aura, pour n>o,

i e,
(1)
[kl = CER )l..;..'.".(.#n-o-n_;) pt e

pour n=o, lors méme que u deviendrait nul,

(12) (o =[plo=1,
enfin, pour n<o,
(13) (r=[Bla=0;

et les formules (7) , (8) powrront s’écrire comme il suit
(14) (14+2)" =14 (plx+ (pho+etc...,

(15) (x—x)‘_"= 1+ [kl z 4+ [£add + etcon.
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Si, dans I'équation (;), on remplace x par ;, on obtiendra la suivante

s ;m"‘-':z'+“——-——(‘“_')a"'_a

1.2

(18) (a-o-.r)“ sxa I e ete.....

Cette derniére , qui subsiste pour des valeurs numériques de x inférieures & celles
de a, est précisement ce qui devient la formule (3) du § 2, quand on y remplace
m par u.

§. 12. Trigonométrie.

Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut, comme toute espéce de
grandeurs , étre représentée soit par un nombre , soit par une quantilé positive ou né-
gative ; savoir par un nombre lorsqu’'on 4 simplement égard a la mesure de cette lon-
gueur, et par une quantité, c’est-a-dire,, par un nombre précédé du signe + ou —,
lorsque Yon considére la longueur dont il s’agit,, comme portée & partir d’'un point fixe,
sur la ligne donnée, dans un sens ou dans un autre, pour servir soit & 'augmentation
soit & la diminution d’une autre longueur constante aboutissant & ce point fixe. Le point
fixe dont il est ici question, et 4 partir duquel on doit porter les longueurs variables
désignées par des quantités , est ce qu'on appelle lorigine de ces mémes longueurs. On
peut choisir & volonté le sens dans lequel on doit compter les longueurs désignées par
des quantités positives ; mais , ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter
dans le sens opposé les longueurs qui scront désignées par des quantités négatives.

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, on prend ordinsirement pour ori-
gine des arcs Pextrémité O du rayon tiré horizontalement de gauche & droite; et e'est
en ¢’élevant au-dessus de ce point que 'on compte les arcs positifs, ¢’est-d-dire; teux que
Yon désigne par des quantités positives. Dans le méme cercle, lorsque lo rayon de véduit A
Punité , la quantité positive ou négative s qui représente un arc sert en méme ténps
représenter I'angle au centre compris entre les rayons mends & Vorigine et » Peitrémité de
ot arc. Alors, pour obtenir ¢o qu’on nomme le sinus ou le cosinus de Paré ou dé Pangle
s, il suffit de projetter orthogonalement le rayor mené i Yextrémité de I’arc 1.0 sut le
diamdtre vertical , 2.° sur le diamétre horizontal, Si on prolonge c¢ méme rayon jusqu’a
la rencontrs des tangentes menées & la circonférence par le point O eérigihe des arcs et
par Pextrémitd supérieure P du diamétre vertical , les parties de ces tangentes intercep-
tées entre la circonférence et les points de rencontre seront ee qu'on appelle la tangente
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et la cotangente trigonométriques de Yarc s. Enfin les longueurs comptées sur le rayon
prolongé entre le centre du cercle et les points de rencontre seront la sécante et le co-
sécante du méme arc. Les sinus et cosinus, tangente et cotangente, sécante et cosécante
d’'un arc ou d’un angle s sont ce quon nomme ses lignes trigonométriques. On désigne
encore quelque fois sous ce nom deux longuéurs appellées sinus verse et cosinus verse
dont la premiére est comprise entre l'origine de I’arc s et la projection de I'extrémité
de cet arc sur le diamétre horizontal , tandisque la seconde est comprise entre I'extré-
mité supérieure du diamétre vertical et la projection de ’extrémité de I'arc sur le méme
diamétre. '
Si l'on représente suivant I'usage par

7 = 3,1415926 .....

le rapport de la_circonférence au diamétre, la circonférence entiére, dans le cercle qui
a pour rayon l'unité, sera exprimée par 27, la moitié de la circonférence par =, et

le quart T . Cela posé , 1l est clair que, pour obtenir I'extrémité de Yarc
quart par = P que, p

s 4+ 2nx ou S = anx

[ » étant un nombre entier ], il faudra porter sur la circonférence a partir de Iextré-
mité de Yarc s, dans le sens des arcs positifs, ou dans le sens des arcs négatifs, une
longueur égale & .2n7x, c’est-d-dire , parcourir n fois la circonférence entiére dans un
sens ou dans Pautre , ce qui ramenera nécessairement au point d’oi l'on était parti.
11 en résulte que l'extrémité de I'arc

s*anw .
cocide toujours avec celle' de l'arc s, et que ces deux arcs ont précisément les mémes
lignes trigonométriques. . »

D’aprés ce qui a été dit ci-dessus , le sinus et le cosinus verse d’un arc se mesurent
sur le diamétre vertical , le cosinus et le sinus verse sur le diamétre horizontal, la
tangente trigonométrique et la cotangente sur les tangentes menées & la circonférence par
Yorigine des arcs et-par Vextrémité supérieure du diamétre vertical, enfin la sécante et
la cosécante sur le diamétre mobile qui passe par I'extrémité de V'arc. De plus le sinus,
le cosinus , la sécante et la cosécante ont pour origine commune le centre C du cercle,
.tandisque V'origine O des tangentes et des sinus verses se confond avec l’origine des arcs,
Yorigine P des cotangentes et des cosinus verses étant I’extrémité supérieure du diameétre
vertical. Enfin on est généralement convenu de représenter par des quantités positives
les lignes trigonométriques de I’'arc s dans le cas ol cet arc est positif , et moindre
qu'un quart de circonférence ; d’ou il suit que l'on doit compter positivement le sinus
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et la tangente- de bas en hant , le cosinus verse de haut em bas, le cosinus ot la co~
tangente de gauche & droite, le sinus verse de droite 3 gauche, enfin la sécante et la
cosécante dans le sens du rayon mené & lextrémité de I'arc s.

En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnaitra immédiatement
qua le sinus verse et le cosinus verse sont toujours positifs ; et de plus on déterminera
sans peine les signes qui doivent affecter les autres lignes trigonométriques d’un arc
dont Vextrémité est donnée. Pour rendre cette détermination plus facile, on congoit le
cexcle divisé en quatre paxties égales par les diamétres horizontal et vertical ; et ces
quatre pirties sant respectiveineat désignées sous le nom de premier, second, troisiéme
et quatriéme quarts du cercle. Les deux premiers quarts de cercle sont situés au-dessus
du diamétre horizontal , saveir le premier i droite et le second 2 gauche. Les deux
derniers sont situés au-dessous du méme diamétre , savoir le troisiéme A gauche et le
quatriéme & droite. Cela posé, si I'on cherche les signes qui doivent étre attribués aux
diverses lignes trigonométriques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse ,
suivant que I'extrémité de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre,
on trouvera que ces signes sont respectivement

. dans le 1.er quart de cercle, danslead, dansle3.c, dansle 4
pour le sinus et }

1a cosécante * . + - -
pour le cosinus et

1a sécante } * - *o
pour la tanéente } - -

et la cotangente

On peut remarquer i ce sujet que le signe de la tangente et de la cotangente est toujours
le produit du signe du sinus par le signe de cosinus.

Deux arcs représentés par deux quantités s, ¢ sont appellés suppléments I’'un de Pautre,-
lorsqu’on a
(1) S4t=mw.

Ils seront compléments I'un de Vautre, si 'on a

(2) ' S+t =

SIE ]

Alors on se trouvera ¢videmment ramené i extrémité de l'are

(3) | s=’2_’_¢,
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si Pon porte son complément ¢, dans le sens ou 'on comptait primitivenient les.arc
négatifs , non plus & partiv de l'origine commune O des arcs et des tangentes , mais i

partir de lorigine P des cotangentes qui coincide avec extrémité de V'arc ;. Donc a

la place d’un arc s on obtiendra son complément ¢, si, Pextrémité de l'arc restant
Ja méme, on transporte lorigine de cet arc de O en P, etsi 'on convient en méme
temps de compter les arcs positifs non plus dans le sens O P, mais dans le sens PO,
D'ailleurs en opérant ainsi, on échangera évidemment le rayon CO mené & Dorigioe
des tangentes et sur lequel se mesuraient les cosinus positifs contre le rayon CO ‘mené
& Dorigine des cotangentes et sur lequel se mesuraient les sinus positifs. Donc le cosinus,
la cotangente et la cosécante de Varc s se confondront avec le sinus, la tangente et Ia
sécante de son complément ¢, en sorte qu'on aura généralement

4 coss:sin(g—s), cots:tang(’;r—s), cosécs:,sec(;—s).

Comme, dans le triangle rectangle qui a pour hypothénuse le rayon, et pour second
cbté le cosinus ou le sinus, le troisiéme cété est évidemment égal au sinus ou au cosinus,
on peut affirmer que le sinus et le cosinus d'un méme arc s sont liés entre eux par

I'équation
(3) sin®s 4= cos*s=1.

De méme, en considérant le triangle rectangle qui a pour cétés la sécante, la tangente,
et le rayon mené au point O, ou la cosécante , la cotangente , et le rayon mené au
point P, on trouvera

(6) séc*s =1 + tang?s ,
ou :
7 cosécds =1 =+ cot?s.

Ajoutons que , ces triangles rectangles étant semblables entre eux, les cotés du premier
ou les valeurs numériques de

cos s, sins, 1
seront proportionnels aux cotés du second , c’est-a-dire aux valeurs numériques de
1, tang s, séc s, e u]
et aux cbtés du troisiéme , c’est-a-dire , aux valeurs numériques de

cot s, 1, coséc s
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Donc ‘les valeurs numériques des lignes trigonométriques

tang s, sécs, cots, cpséc s
seront respectivement égales' aux valeurs numériques des rapports

sin s 1 cos s 1
coss’ coss’ sins ’ sins

et comme elles seront positives ou négatives en méme temps que ces rapports, [ voyez
:ci=dessus le tableau relatif aux signes ], on aura nécessairement

sin s 1 cos s 1
8 tangs = — , sécs=——, cots=—— , cosécs= — .
coss ’ cos s sin s sin s

Enfin siv s et cosiv s, c’est-a-dire, le sinus verse et le cosinus verse de l'arc s seront
évidemment déterminés par les formules

9 .. , Sivs =1==Cos s, cosiv s = 1 =sins.

Donc toutes les lignes trigonométriques d’un arc a peuvent étre facilement exprimées i
Yaide du sinus et du cosinus de cet arc.

Les extrémités du cosinus et du sinus d’un arc étant précisément les projections de
Iextrémité de l'arc 1.° sur le diamétre horizontal, 2.° sur le diamétre vertical, il est
aisé de voir que les arcs

s et —_—
ont le méme cosinus , mais des sinus égaux et des signes contraires. Donc
{10) €COs (==5S)=10c0SS, §in(=ms)==sins.

On trouvera de méme

(1) cos (7% 4 s)=—=1co8s, sin (7 4+ s) = ==sins ,

et généralement , en désignant par 2k + 1 un nombre impair quelconque ,
(12) cos[st.(ak+1)n]=—coss, sin[sx(2k 4+ 1)) =w—sins.
On aurait au contraire , en désignant par 2k un nombre pair,

(13) cos (sx 2kn) =cos s, sin(sxa2ks)=sins.
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Eufia si I'on remplace s par —s dans les formules (11) et dams les suivamtes

n Lo . L .
(14) cos(;—s):sms, sm(;—s):cos:,
on en tirera . : T
(15) €os (7 =—s) ==—coss, sin (x==s)=sins,
et - ’ )
“(16) cos(§+s)=—sins, sin(’;‘-+.§)'=coss.

On powra donc exprinrer -¢n fonction de sin 5 ¢t de cos s les sinus et cosinus des arcs
-—, ':::ts, xxs, sxtakn, sx(2k-+1)7,

et méme leurs autres lignes trigonométriques dont les valeurs se dédairont aisément des
formules (8), (9) combinées avec les équations (10), (11), (¥2), (13), (x4), (1), (16).

Observons encore que, 5 ‘étant un arc quelconque, le rapport ;r' sera nécessairement

compris entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique
vvrvreee =3, =2, =1, 0, I, 2, 3, cue

indéfiniment pr;)']ongée dans les deux sens. Soit m le terme le plus voisin du rapi)ort

—, m désignant une quantité entiére positive ou négative. On aura
w

. s
(17) S=mE 6,

0 représentant un nombre inférieur ou tout au plus égal & ;— ; puis, en posant pour

abréger

tlr=a,
on tirera de l'équation (17)
(18) s=mx + a,

« désignant un arc positif ou négatif , mais renfermé entre les limites = ; , + ;
Cela posé , les formules (ra) ‘et (13) @onneront

(19) cos si=icbs® , sins=sinu
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si la valeur numérique de m est paire, et
(20) CO8 S = == COS & , $in § = == sin a ,

si la valeur numérique de m est impaire. .
Concevons maintenant que «, 8 représentent Tes deux angles aigus d’un triangle
rectangle. Ces angles étant compléments Y'un de l'autre, «, 8 seront deux quantités

positives inférieures & :L, et liées entre elles par P’équation

tae . - a : .”
(a1) : ¢+B=;.

Seient d'ailleurs 2 Je £déé npposé & angle .« , & Te cité vpposé & Yangle 8, et < 1hypo-
thémme. Le triangle deol i s’agit sera semblable & tdus ceux qui offriront les mémes
angles,; par cameégquant & celui, qui, dans le cercle .déorit avec un rayom .équivalent a

J'unité , smusit powr premier cité le cosinus de Parc «, et peurbypothénuse le rayon
Jmend h Vexknémité dle cet .axc., le second cdté étant alors égal & eina . Bonc los cOtés

.a, by ¢

dn.‘prcmier triangle seront proportionnels ayx cétés homelogues dm second , c’gst-a-dire
aux trois quantités

sina =cos B, cosa =sin B, 1,
en sorte gu'on anra
a b
(22) - = =c
sin a cos a

Lorsqué des cinq quantités
«, B, @, b, ¢

deux sont données , .on peut aisément & l'aide des formules (21), (22) déterminer les
trois autres , pourvu que les quantités données ne soient pas les deux angles a«, 8.
En effet, si I'on doone un des angles «, 8, lautre se déduira immédiatement de
léquation (31). Donc alors T'angle a sera connu, et si l'on donne en .outne mpe -des
trois longueurs a, b, ¢, la formule (22) fournira les valeurs des deux autres.

On trouvera en particulier, si a est connu,

(23) b=acota, ¢ =acoséca,
si b est connu,

(2§) a=btaga, c=bséca,
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et, si ¢ est connu Dol R ST RS S A
(a5) a=csin¢, b=ccosx.

Si Pon donnait deux des trois longueuu a, b ¢, on déﬁermmemt mmédutement
l’angle a par l’une des trois équatxons R R A At :

‘(26) © 7 sin '¢'='§ , cosa=
puis on obtiendrait la troisiéme longueur en opérant comme dans la premiére hypothése.
Deux droites tracées arbitrairement dans I'espace sont censées former entre elles les
mémes angles que formeraient deux autres droites paralléles aux premiéres et passant
par un méme point. Cela posé , étant données deux droites, situées ou non dans un
méme plan, qui comprennent entre elles I'angle aigu «, et une longueur ¢ miesurée
-sur la premiére droite, si I'on projette orthogonalement cette longueur ‘1.° sur la seconde
droité , 2.° sur une troisiéme droite qui soit perpendiculaize & la seconde dang um plan
. .mené par celle-ci paralldlement 4 la ‘premiére, les deux projections se réduiront évidem-
ment aux deux cotés a, & d’un triangle rectangle dans lequel ’hypothénuse £gale - &
¢ formerait avec le coté b Dangle «. Par suite on déduira de la seconde des équa-
tions (24) jointe 4 la seconde des équations (25) le théoréme que je vais énoncer.

1.* Théoréme. Une longueur ¢ mesurée sur une droite est équivalente d sa projection
‘sur un axe quelconque midtipliée par la sécante de Pangle aign a que cette droite forme
avec Uaxe. La projection elle-méme équivaut d la longuedr ¢ multipliée par le cosinus
de Uangle a.

Considérons

.

a présent, dans un cercle dont le rayon serait R et le diamétre
D =2R,
I’arc compris entre deux rayons qui formeraient entre eux un angle double de I’angle
aigu a. Cet arc sera représenté par 2a, si R se réduit & Punité , par 2Ra dans le
s . R 1
cas contraire ; et, si 'on nomme « la corde de ce méme arc, 5 @ sera le coté op-

posé & I'angle a dans le triangle rectangle qui aura pour hypothénuse l'un des rayoms
ci-dessus mentionnés. Cela posé , on tirera de la premiére des formules (25), en y rem-

plagant a par ia, et ¢ par R,

(27) i—a:Rsina, a=2Rsing=Dsna,

par conséquent
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D’ailleurs les deux portions de la circanférence situées de pait et d’autre de la earde «
seront évidemment des segments capables des angles .a, s ——a qui offrent le méme sinus
On peut donc énoncer la proposition suivante.

a.* Théoréme. Dans un cercle quelconque le rapport qui existe entre la corde d’un
arc et le sinus de tout angle inscrit dont les cotés comprennent entre eux ce méme arc,
équivaut au diamétre. :

Soient maintenant @, b, ¢ les trois ¢6tés d’un triangle quelconque, et «, 8, ¥
les angles opposés & ces cotés. Les quantités, «, B, y, toutes trois positives et infé-
rieures & = seront liées entre elles par I'équation

(28) a+B+y=mn.

De plus, si l'on nomme D le diamétre du cercle circonscrit au triangle, on aura, en
vertu du 2.° théoréme,

a _ b _ ¢ _
sina sinfB  siny

(29)

Enfin , si, en prenant fe cbté ¢ pour base du triangle, on nomme £ sa hauteur, a, b
deviendront les hypothénuses de deux triangles rectangles qui auront pour c6té commun
1a hauteur A ; les angles opposés & ce cOté commun étant respectivement Iangle 8 ou
son mpplément x— A8 et Yangle a ou son supplément 7 — a. Donc,en ayant égard
aux formules

sin (7 —=—a)=sina, sin (7 = B)=sin B
on trouvera, dans tous les cas,
(30) h=asinB =B sin a.

Ajoutons que la base ¢ du triangle donné sera évidemment égale & la somme des cOtés
non communs des triangles rectangles , si les deux angles «, B sont aigus, et a la
difiérence des mémes cotés, si:l'un de ces angles, «, par exemple, devient obtus ;
d’od il suit qu'on aura dans le premier cas

@3r) . c=acosB +bcosa,

et dans le second cas »
c=a cos B = b cos(m==a).

Or, en combinant la derniére formule avec 1'équation

€COS (7 == gt) = == COS &,
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on retreuve précisément la formule (31), qui est sinsi démontrée , hrv méme Qdm
des angles a, B cesse d’étre aigu.

Lorsqu’on pose y = —, les formules (28) et (ag) se rédunisent , comme ox devait s'y |

attendre, aux formules (zr) et (22). Observons encore que ha fonnule (30) entnind
évxdcmment Végalité des rapports

sin «

et s’accorde ainsi avec la formule (59).

Lorsque , dans urr triangle , on donne trois des six ¢léments
a,b,c,a,8,%

.on peut aisément déterminer les trois autres, & I'aide des formules (38) , (29) 4 (30), (31),
pourvu que les éléments donnés ne soient pas les trois angles a, 8, ¥ . Dans cette dernicre
hypothése on ne pourrait évidemment déterminer que les rapports existants entre les
cotés. Mais, si 'on donne un c6té a avec deux angles, aprés avoir calculé le troisicme
angle & I'aide de la formule (28) , on connaitra certainement @ et «, par conséquent

(32) D ="

par le moyen de la formule (29) de laquelle on tirera
(33) b=Dsin B, c=Dsiny.
Si I'on donne deux ¢6tés, b, c, avec I'angle 8 opposé & Yun d’eux , on convaitra encore

b
sin

(34) D=

?

™|

~

puis on obtiendra successivement Y@ ct a par le moyen des formules (29) et (28),
desquelles on tirera

(35) siny:%, «a=x=—=(B+%), a=Dsna.
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8i Pon donpe deux cbtés b et c avec langle compris «, alors, pour déterminer a
et 8, on aura les formules (30) et (31), ou '

g a sinf = bsina,

(36)

acosf=c==bcosa,
avec la suivante
(37) cos* B +sin* B=1;

et 'on en conclura 1.° en éliminant ¢

(38) ) cotB:l%cota—-x,

2.° en éliminant 8

(39) ar=b* + ¢* = 2bc cos a.

D’ailleurs , 8 étant connu, on pourra calculer ¢ et a comme dans le cas précédent.
Enfin, si Pon donne les trois ctés a, b, ¢, on déterminera I'angle « par le moyen
de Péquation (3g) de laquelle on tire

b 4= 3 — ar

a2bc ’

(40) cos & =
puis D, B et y par le moyen de la formule (32) jointe & celles-ci

(41) sinB:—z-, y=n=(a+ B)
Lorsque dans la formule (31) on substitue les valewsde a, b, ¢ tirées de la formule
(29) , savoir
' a=Dsna, b=Dsin 8, ¢c=Dsiny,
on en conclut
sin y = sin « cos 8 + sin B cos a.

En combinant cette derniére avec la formule (28) de laquelle on tire

siny =sin (#=—a — B) =sin (a + 8),
on trouvera

(42) sin (« 4+ B)=sina cos B + sin Bcos a.

La formule (42) se trouve ainsi démontrée dans le cas o «, 8 sont deux quantités
positives propres A représenter deux angles d’un triangle quelconque, c’est-a-dire, deux

32
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quantités positives, dont la somme ne surpasse pas le nombre x. Elle subsistera :donc,
si & et B sont deux angles aigus; et de plus, si, «, 8 étant deux emgles aigus, on
remplace dans I'équation (42) & par # —a , la formule ainsi obtenue, savoir,

sin (F=—a4-B) =sin (#==ca)cos B + sin Bcds (F——a)
ou

(43) sinn{ o wi= 3 ) = sin ¢ cos B «~=sin Bcosa

subsistera certainement dans le cas o w——a + 8 sera inférieur A 7, c’est-d-dire dans
le cas ou l'on aura

8.
D’ailleurs , en ayant égard aux équai.ions
§i0 (=g ) = ==$inc, COS(—=a)=c0sxt; 8in(==B)==msinB, cos(==pB)=cosh,
50 (=g =—=B)=—sin(a +4),
$in (== = B) = ~—sin (ax — B),

on reconnaitra sans peine 1.° que pour obtenir ’équation (43) il suffit de remplacer dans
P’équation (42) B par — 8, 2.° qu’on altére point les formules (42) et (43) quand on y
remplace simultanément a par — a et 8 par — 8. Donc la formule (42) subsiste pour
toutes les valeurs positives ou négatives de a et de B renfermées entre les limites
i - : A
-+
Soicnt maintenant x , y ‘deux arcs quelconques positifs ou négatifs. D’aprés ce qui a

été dit plus haut, on aura

(44) r=mn + a, y=nx+p

m , n désignant deux quantités entiéres positives ou négatives , et a, B deux quantités
comprises cntre les limites — 7, + #. Cela posé , pour passer de I'équation (42) & la
suivante

49 sin(z + B)=sinx cos 8 + sin B cos x ,

il suffira d’observer que l'on a

sin (imm == d+B)=si‘u(a"+ B), sin{mnx <+ a)=sinx, cos(mx-+un)=cosa,
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quand m est paire, et ’

sin (mz a4 B)===sin(a +B), SiN(MT4=a)=—=sing, CO8(MT -a)==—Ccosq,

quand m est impaire. Par la méme raison, de la formule (4%) on déduira immédiatement
celle-ci

(46) sin(x 4~y )=sinxcosy +siny cosx.
Si dans cette derniére on remplace y par — y, elle donnera
47 . siﬁ(z‘—y): sinx cos y ==siny cosx.

Enfin, si dans les formules (46) et (47) on remplace x par ;;—-x , on en tirera

(48) cos(x ==y )= cosxrcosy + sinx siny ,

(49) €08 (r + y )= €OSxcosy = sin X Siny .

Les formules (47), (48), (49) subsistent, comme la formule (46), pour des valeurs quel-
conques positives ou négatives des arcs x et y.

Les formules £46) , (49) pouvant s’écrire comme il suit
sin (x «+ y) = (tang x + tangy) cos x cos y
cos(xr =+y)= (l—tangxtangj) cos T cOs y
on en conclut, en divisant la premiére par la seconde

tang x + tang y
1—tang x tangy ’

(50) tang (r +y )=

puis, en remplacant y par —y,

 tang > — tang

1) tang(# —y) = 1 <-tang x tangy °
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De plus, si dans les formules (46), (49), (50) on pose y=x, elles donneront

(52) ' sin 2ax = 2 sin x cosx,

B . ’ B
(53) COS 2X == COS3 X == SIN2 T =22CO83 X —1 = [ ==28i03 7,

2 tang x

(54) tang2xr = -l—_—t-.m .

On tire encore des formules (46), (47), (48) , (49)

( sin (X <y )+sin(xr—=—y)=2sinxrcosy,

sin(x 4y )—sin(r—y)=2siny cos r,

(55) <

cos(x+y)=-cos(xr+y)=3cosxcosy,

€08 (XL ==y )=—cos(xr +y)=2asin xsiny ;
puis , en posant
r+y=p, rT=y=gq,

ou, ce qui revient au méme ,

on en conclut

sinp —sing _tang— (p—q) cos g —cosp

(56) =tang; (p—g). tang = (p+¢), etc..

N N - T ’
sinp+sing tang —(p+¢q) cosq 4+ cosp
En combinant la premiére des équations (56) avec la formule (29) , on trouvera

tang > (B—1vy) sinB—siny b—c

(57) .1 - . - R
tang - (B +y) sinB+siny b+
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Or, de cette derniére jointe & Véquation (28), on déduira lés suivantes -
Bty=m=a,

(58) g
-y _be=c _a
tang 2 ba+c %3

a laide desquelles on peut dans un triangle déterminer immédiatement les angles 8 et y,
quand on connait I'angle « et les cotés qui le comprennent.

Les formules (52) et (53) donnent

. e a
(59) $in ¢ =2 sin = 08 ~ ,

(60) ) COS & =13C08% % 1 = 1 == 3 5in? = ,
2 2
En combinant la formule (60) avec I'équation (3g), on trouve
61) a‘=(’b+c)’—_2bc cos':—‘ =(b=cp ;hgbc sin"% .
puis , en observant que dans un triangle quelconque Fon a
o<a<nm, o< :—' < ;i ’
et qu'en conséquence
. «
sin — , €os —
2 2

‘doivent étre positifs, on tire des formules (61) et (59)

: ’ a _ 1 f(avb+c)(b+c—a)\>
(62) ' CO'S; —;( be ,
y « 1 f(a+b—c)(a—b+c) y
.(63) sin ;_;( {)c ;
[(a4+b+c)(b+c=a) (c-l-a—b)(a+b—c)'_]% .

©4) . 6“»}'“: 2bc
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‘Chacune des formamles: (62), (63), (64) peut étre substituée avec avantage k la foromde
(40) , quand il s’agit de déterminer les angles d’un triangle dont on connait les trois
cotés a, b.c. Si dailleurs on nomme k la hauteur du triangle, le cdté ¢ étant

‘ pris pour base, la surface i—ch sera, en vertu de la formule (30) , égale &
“bcsina ’
a .

et, en vertu de la formule (64), &

VsG—=a)s=0)(s—0),

. c gy, a+b e
s représentant le demi-périmétre ———

Tant que l'arc « reste positif et inférieur & 7, alors cos % et sin; étant néees-

- sairement positifs , on tire de la formule (60)

. ~ 1 == COS ot N — S
(65) cost=]/! , sni=z]/iT2,
T a 2 AT 2

A T'aide de ces derniéres équations réuniss  la formule cos 5 =~ 1, on déterminera
sans peine les sinus et cosinus des arcs représentés par le troisiéme , le quatriéme .....
termes de la progression géométrique

(66) 27, T, ;:

] x ! © 2 4+
CUSAT=1, COSH=—1, €03 —@, COS ~===, COS—= = =V2+va V’, etce.
2 - a2 Y2 8 a
(67)
. . » T . D o
sin27=o0, sinzrz=o, sin —=1, sin =3, _=___'/;, etc...
a y 8 2

>

On aura par suite

2=—V3\*

y ete.
3+vVa

(68) tang2wn=o, tangnr=o , tang__—,tangz_l, tangg._(

2
= , ebe..

- =
=V, sé§ 2+Va

(69) sécam=1, B8C K==, sécf.:x—, sécZ
2" 0 4
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On peut encore déterminer facilement les sinus et cosinus des arcs compris dans la proe
gression géométrique A

—_— t
€tC....
. ‘2) ’

Wy
G

et d’abord , comme dans un triangle I'égalité des trois cétés a, b, c entraine I'égalité

-des trois angles «, 8, ¥, on conclura de la formule (28) que g représente un quel-

conque des angles d’un triangle éqmlatéral Cela posé, on tirera des formules (40), (64),
en y faisant a=b=c,

1 3
cos’—;-:—;-, cosgz.;-, cos%:?, co. %_Vz-:;/‘ etc
(71) _
- 3 . 3 . - L d 3
sm?:y.;., smg.:’_;:, st-:i., snn%:-mz—‘/a, etc.....
On aura par suite ' oy
27 _ 4 1 7 V-—v3
tang —— tang . = tang - =, ta oSV tCoures
(72) tang 3 3 ng3 V3, 86 V3’ ng ya+V3 » o
id etc.

-

27T = — = e T =2 ....=
(73) séc_:s__ a, séc3 2, sec6=ﬁ, séo ﬁ-’-t"

Au reste on peut établir directement la formule

. T 4 27 1
Sin == €0§ z == C08 =~ = — ,

6 3 3

. , . 2 . .’ :
en observant que larc g- a pour complément :;—r-, pour supplément T’r , et que asin %

représente le coté de I'hexagone inscrit au cefcle dont le rayon est I'unité.

Observons encore que, si Parc 24 est renfermé entre les limites o, 7, cet arc, dans
le cercle qui a pour rayon l'unité, sera nécessairement plus grand que sa corde 2sin a,
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et plus petit que la somme atanga des deux tangentes mienées par ses extrémités et
prolongées jusqu’a leur rencontre mutuelle. On aura donc alors

sina
cos o

2sina <z <atanga =2

)
puis on en conclura

) . ]
'<lin—_¢<cosa

’

ou, ce qui revient au méme,

(74) x>ﬁ:—“>'- cosa.-

Cette derniére formule, n’étant point altérée quand on y remplace a par = a, subsistera
©

. . __ L
certainement pour toutes les valeurs de « comprises entre les limites —— 3 3 Il

est d’ailleurs facile de é’assurer qu’elle s’étend & toutes les valenrs de . & renfermées. eitre
les limites —7x, -+ 7.

$i’ mainténant on suppose que la valeur numérique de « diminue et s’approche’ in-
définiment de la limite zéro, on aura

(75) limcosa=1.
Par suite la formule (74) donnera

(76) »lims—i-?=t

et de. cette dernidre combinée avec I’équation (75) on tirera encore

sine __
acosa 7
on, ce qui revient au méme ,
. tanga
(77) lim =1
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§ 13. Des expressions imaginaires ot de leurs modules.

En analyse , on appelle exrpression symbolique ou symbole toute combinaison de signes
algébriques qui ne signifie rien par elle-méme, ou i laquelle on attribue une valeur
différente de celle qu’elle doit naturellement avoir. On nomme de méme équations sym-
boligues toutes celles qui, prises & la lettre et interprétées d’aprés les conventions gé-
néralement établies sont inexactes, ou n’ont pas de sens , mais desquelles on peut dé-
duire des résultats exacts, en modifiant et altérant selon des régles fixes ou ces équations
elles-mémes ou les symboles qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou équations
symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’écrire sous une forme
abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C’est ce qu’on a déja vu dans le
§ 4 ou la formule (41) fournit une valeur symbolique trés-simple de 'inconnue x assu-
jétie & vérifier les équations (3g). Parmi les expressions ou équations symboliques dont
la considération est d¢ quelque importance en analyse , on doit surtout distinguer celles
que 'on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment I'on peut étre conduit

A en faire usage.

D’aprés ce qu’on a vu dans le § précédent, le sinus et le cosinus de Varc x +y
sont donnés en fonction des sinus et cosinus des arcs x et y par le moyen des formules

€os (x =y ) = cos xr cosy — sinx siny ,

(1)

sin(xr +y)=sinxcosy + siny cosx .

Or , sans prendre la peine de retenir ces formules , on a un moyen fort simple de les
retrouver & volonté. 1l suffit en effet d’avoir égard & la remarque suivante. .
Supposons que I'on multiplie I'une pour I'autre les deux expressions symboliques

cosx 4+ YV —,sinx
cosy -V _—1siny,

en opérant d’aprés les régles connues de la multiplication algébrique , comme si y"—;
¢tait une quantité réelle dont le carré fat égal & —i1. Le produit obtenu se composera
de deux parties I'une toute réelle , l'autre ayant pour facteur v —7; et la partie réelle
fournira la valeur de cos (x+y) tandisque le coefficient de =3 fournira la valeur de
siz (& «+y). Pour constater cette remarque , on écrit la formule,

(3) cos (X +y)+VTsin (T+y)=(cosx 4y isinx)(cosy + V7 siny).
1Y
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Les trois expressions que renferme I'équation précédente , savoir ,
cosT + YV —ysinr, cosy+y—isiny, cos(x+y)+V—isin(xr+y),

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpréter d’aprés les conventions
généralement établies , et ne représentent rien de réel. On les a nommées pour cette
raison expressions imaginaires. L’équation (2) elle-méme , prise & la lettre , se trouve
inexacte et n’a pas de sens. Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier liey,
développer son second membre par la multiplication algébrique, ce qui réduit cette
équation &

(3) cos(x ++y) +V =1sin(x +y)=co8xcosy —sin xsiny -+ (sinx cosy < siny cosx)v _;.

1l faut, en second lieu, dans I'équation (3) égaler la partie réelle du premier membre
a la partie réelle du second , puis le coefficient de y—; dans le premier membre au
coefficient de V=71 dans le second. On est ainsi ramené aux équations (1), que I'on doit
considérer comme implicitement renfermées 'une et I’autre dans la formule (a).

En général on appelle expression imaginaire toute expression symboliqué de la forme

a+by—;,
a, b désignant deux quantités réelles, et I'on dit que deux expressions imaginaires
a+bvV—y, ¢ +dy=:

sout égales entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre 1.° entre les parties réelles
a et ¢, 2.° entre les coefficients de Y —;, savoir b et d. L’égalité de deux expressions
imaginaires s’indique , comme celle de deux quantités réelles par le signe =, et il en
résulte ce qu'on appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire
n’est que la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Par
exemple , I’équation symbolique.

a+byT=c+dy=:

équivaut scule aux deux équations réelles

l
8

a=c, b
Lorsque dans l'expression imaginaire

a+bv—1
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le coefficient b de V73 s’évanouit, le terme b V5 est censé réduit & zéro, et I'expres-
sion elle-méme & la quantité réelle a. En vertu de cette convention les expressions
imaginaires comprennent, comme cas particuliers, les quantités réelles. '

Les expressions imaginaires peuvent étre soumises aussi bien que les quantités réelles
aux diverses opérations de V'algébre. Si I'on effectue en particulier 'addition, la sous-
traction ou la multiplication d’une ou de plusieurs expressions imaginaires , en opérant
d’aprés les régles établies pour les quantités réelles, on obtiendra pour résultat une
nonvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle la somme , la différence ou le
produit des expressions données. Par exemple, si 'on donne seulement deux expressions
imaginaires a +- by —1, ¢ +dy/—1, on trouvera

%) .(a-o-ln/_'_—x)-o-(c+d|/:T)=a+c+(b+d)}/'__.,
5) (@4+byV=Z)=(c +dV"I)=a=—c+ (b—=d)V—31,
(6) (a+bV=7) (c'-o- dvVy—3)=ac—bd+(ad +bc)y—7.

1l est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expressions imaginaires,
comme celui de deux ou plusieurs binomes réels restera le méme , dans quelque ordre
qu’on multiplie ses différents facteurs. -

Diviser une premiére expression imaginaire par une seconde, c’est trouver une troisiéme
expression imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise la premiére. Le résultat
de cette opération est le quotient des deux expressions données. On se sert pour Din-
diquer du signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple ,

a+byv_1

c+dy—=:

représente le quotient des deux expressions imaginaires a+bvV—1, c+dV ;.

Elever une expression imaginaire 4 la puissance du degré m, m désignant un nombre
entier , c’est former le produit de m facteurs égaux i cette expression. On indique la
puissance m™¢ de a-+by " par la notation

(a+bV=3)m.

On dit que, deux expressions imaginaires sont conjuguées ’'une & I’autre , lorsque ces
deux expressions ne différent entre clles que par le signe du coefficient de v —;. La
somme de deux semblables expressions est toujours réelle ainsi que leur produit. En
effet, les deux expressions imaginaires conjuguées

a+bVTh, a=bV=
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dounent pour somme 24, et pour produit @*+ 43, La derniére partie de cette observa.
tion coudmt A wm théoréme relatif aux nombres et dont voici I’énoncé.
»r Théoréme. Si Pon multiplie Pun pour Uautre dewx nombres entiers dont chm
soit la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de dewx carrés.
Démonstration. Soient

aulr, o+d
les deux nombres entiers dont il s’agit, a*, l3, c*, d* désignant des carrés p;rfaiu.

On aura évidemment les deux équations

(a+bVX)(c+dV=i)=ac—0bd + (ad + bc) V=,
7 (a=b0V%)(c=dV"i)=ac=—=bd=—(ad + bc)V—1,
et , cn multipliant celles-ci , membre 4 membre , on obtiendra la suivante
(8) (a*+ b)) (> +dd)=(ac=—bd) + (ad + bc).
Si 'on échange entre elles dans cette derniére les lettres a et b, on trouvera

(9) (ad+03) (*+ dd)=(ac+ bdp + (ad==bc).

Il y a donc en général deux maniéres de décomposer en deux carrés le produit de
deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux carrés. Ainsi, par exemple,
on tire des équations (8) et (9).

(234 1) (32 +23) =43+ 72 =13 + 8.

On voit par ces considérations que I’emploi des expressions imaginaires peut étre d’une
grande utilité , non seulement dans l'algébre ordinaire, mais encore dans la théorie des
nombres.
Quelque fois on représente une expression imaginaire par une seule lettre. C’est un
artifice qui augmente les ressources de 'analyse et dont nous ferons souvent usage.
Une propriété remarquable de toute expression imaginaire a-+ by —; , c'est de
pouvoir se mettre sous la forme

plcos § + V5 sin §)

p désighant une quantité positive et § un arc réel. En effet, si l'on pose I'équation
symbolique

(10) a+byV—i=mp(cosb+y_;sinf),




om , ce qui revient su méme , les deux équations réelles

(t1) a=pcosd, b=psinb,
on tirera ’ ’

a4+ b =p*(cos*§ + sin* §) =p*,

(12) p=Va+ b,

et , aprés avoir ainsi déterminé la valeur du nombre p, il ne restera, pour vérifier
complétement les équations (10), qu'd trouver un arc 6 dont le cosinus et le sinus
soient respectivement

a . (]

(x3) cosd_.y = md\:W.

Or on tire des formules (13)

2.

Qi

(14) tangg = S8

" cos §

[«

D’ailleurs si Yon désigne généralement par la notation
arctang x

Parc qui, ayant x pour tangente , offre la plus petite valeur numérique possible, et
se trouve en conséquence renfermé entre les limites

AY

on vérifiera Ja formule (14) , en posant

(25) o 0=n1r+arctangz—,

osp .y “ge . !
n représentant une quantité entiére positive ou négative. Enfin, comme tout arc ren-- ’

. . x . -
fermé entre les limites - -0--;: a un cosinus positdf, on peut affirmer que l'arc 4

détermmé par la formule (15) offrira un cosinus positif, si n est pmre, cest-h— dire ,
si lom

(16) =:2k1r+arctang£-,
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k étant un nombre entier quelconque, et un cosinus négatif, si n est impaire, c'ent-
a-dire , si 'on a

(17) ' b==(ak +|)x+neemg%.

Cela posé, de P’équation (14) présentée sous la forme

cosd _ sind
a -~ b ?

on déduira immédiatement la formule

cos 4 sin 4 1 *

a =0 " Vazn’

et par conséquent les équations (13), pourvu que I'on détermine ¢ par la formule (16),
quand a sera positif , et par la formule (17) quand a sera négatif. Dans l'une et
Pautre hypothése le nombre entier k pouvant recevoir une infinité de valeurs, on ob-
tiendra aussi une infinité de valeurs de 0§ propres a vérifier les formules (11), ou, ce
qui revient au méme , les formules (10).

* En général de la formule

e« B_v_
a" b "¢
dans laquelle «, 8, ¥y, ...a, b, ¢, ... représentent des quantités quelconques, on tire
a B 3 a4 By
—_— = mmm DD = I eerereereesas -+
a? » T e a+ b+ + . ?
et par suite
[ B Y Vo B+
— T e N = I seeeeseer =k
a b c

ya' a2 4 et

le double signe + devant étre réduit au signe -+, quand la fraction 3— est positive ,

et au signe — dans le cas contraire. “
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En résumé , si I'on pose -

(18) - p=Va+b { = arctang % ,

et , si on désigne par k& un nombre entier quelconque, on aura, dans le cas oi a
sera positif

(19) a+by=i=p[cos({xakn)y/—isin({xakn)],
par conséquent
(20) a+by—i=p(cos{+V=tsinY) (cosakxty/ "ysin2kn),

et dans le_cas ou a deviendra négatif

(21) a+byV"i=pjcos[{x(ak+1)a] +Vrsin[{x(sk+1)x]},

par conséquent

(22) a+by—i=p (cos{+V—isin{)[ces(zk4=1) 7V "isin(2k +1)7].
" Comme on a d’ailleurs

(23) cos2knty _—rsinz2kr=1
(24) cos(2k 1)mty Tsin(2k 1) =1,
les formules (20), (22) donneront, si a est positif

(a5) a+by—i=p(cos{+V—isiny),
et si a est négatif
(26) a+by"i==—p(cos{+V—1sinf).

Au reste il est facile de voir que la formule (19) coincide avec I’équation (35), et la
formule (21) avec I’équation (26).
Lorsque 'expression imaginaire a+b6y—; se trouve remenée & la forme

p(cosb + vV —ysinf),

1a quantité positive p est ce qu'on appelle le module de cette expression imaginaire.
Comme des quantités a , b supposées connues on ne déduit pour le module p qu'une
valeur unique déterminée par la formule (12), on peut évidemment énoncer la propo-
sition suivante, ‘ ‘
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2.6 Théoréme. L’égalité de deux expressions imaginaires entraine toujours Uégalité de
leurs modules. *
11 suit encore de la formule (12) que deux expressions imaginaires conjuguées

a+bV=y, a=by =1

ont pour module commun la racine carrée de leur produit. _
Lorsque, b étant nul, Vexpression imaginaire a <+ by 7 se réduit & la quantité
réelle a, la formule (12) donne simplement

p:V?.

Ainsi le module d’unc quantité réelle a se réduit 4 sa valeur numérique Jas.

Toute expression imaginaire , qui a zéro pour module , se réduit elle-méme i zéro,
ct réciproquement comme le sinus et le cosinus d’un arc ne deviennent jamais nul en méme
temps , il en résulte qu'une expression imaginaire ne peut se réduire i zéro qu’autant
que son module s’évanouit.

Observons enfin que les définitions données dans le § 3 des variables infiniment petites
et infiniment grandes , des fonctions continues ou discontinues, explicites ou implicites,
entiéres ou fractionnaires , étc..... doivent étre étendues au cas méme ou les variables
et les fonctions dont il s’agit deviennent imaginaires.

Toutc expression imaginaire dont le module se réduit & P'unité , étant de la forme

cosx 4y __ssinx,

on effectuera sans peine la multiplication, la division ou I'élévation & des puissances en-
tiéres d’'une ou plusieurs expressions imaginaires qui auraient I'unité pour module. En
effet de la formule (2) on déduit immédiatement la suivante

(cosxr 4 V—qsinx) (cosy + V—1siny) (cosz « V"7 sin2) cceerenne

(37)
corrnsninesess ZCOS (T Ay 2 A weee) + V18I0 (X A4y + 2 + i)

quelque soit le nombre m des variables x, y, 2, ... De plus on tirera de la formule (3),
en y remplacant x par x—y : .

[cosx—y) + V=isin(x =y)] (cosy ==V —1siny)=cosxy—ssinxr,
ou, ce qui revient au méme ,

cosxT +V_gsinx
cos y + V—isiny

(28) =cos(x=—y)+ Visin(r—y),
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et de la formule (27), en posant. o .
Ty ==,

(29) (co'sx-o-;/:'.’sinr)'::cocmx-o-;/‘.:’.oinm.r.
Cela posé il deviendra facile d’effectuer la ﬁltﬂﬁplicaﬁon , 1a division ou I’élevation & des
puissances entiéres d’une ou de plusieurs expressions imaginaires dont les modules ne
se réduiraient pas & Punité. Car, si I'on pose

a+bV=i=p (cosb+y—isind),

a+b V== p(cost +V—isint),

a"+b"V/ =i = p"(cos 6" +yY "7 sin ") ,

etCeceie
P> £ s p" oo btant des quantités positives, et 0, &, 0" ..... des arcs réels, on aura
évidemment .
(a+ by (a' +bV3)(@"+0"V=0) e

=pp'p" e (0 4+ V=1 8in ) (cosd + vV —13sin §') (cos0"«4s Y "1 sin0") ... ,

a-o-b;/'_"_'i___pcosd-t-f:";oino '
a+by—1 pcosly—1smt’

(@4by—3)m=pm (cos O+ V7 sin )=,
puis on en conclura, en ayant égard aux formules (ij) , (28)4 (29) ,

g (a4b V=) (a4 b'V3)(@"+ b"V=1) wewe

(30) '
=pp " e [COS (#8404 )+ VTsin(0 + 0+ 6" & .)],

3 a-o-bt/-——_f_P_[co,(O—O')-o-;/_s'm(O—‘)]

Gy @RS F -

Q3a) (@+bVX)m=pm [cosmb + V= sinm] .
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De ces derni¢res équations on déduit hinmédiatement Ja proposition suivante,

3.* Théoréme. Le produit, le quotient et les diverses puissances entitres d’une ou de
plusieurs expressions imaginaires ont pour modules le produit, le quotient et les diverses
puissances de leurs modules.

On peut encore démontrer facilement cet autre théoréme.

4.* Théoréme. La somme de deux expressions imaginaires mﬁ-& ainsi que leur diffé-
rence , un module compris entre la somme et la différence de leurs modulcs

Démonstration. En effet sonent :

a+bV=i=p(cosd +Visind), a +bV=5=(p cos +y—7 sin¢)

deux expressions imaginaites qui aient pour modules p et p' la somme et la différence
de ces deux expressions, savoir,

(pcosf 4 p cos ') + (psinb + g'sinf)y—1,
et , o /

(pcosb — p' cos &) 4= (psind —p’sin §') y =71

auront pour modules deux quantités positives dont les carrés seront respectivement

(33) (pcosf+p'cosf) 4 (psinfd + p'sin §')> = pr+- 2 pp'cos (— &) +- p;' o
et i
(34) (pcosf—=p'cosd')s + (psinf —=p'sin §')* = p3 == 3 pp’cos (6—="0') + p'>.

D’ailleurs cos (§ — ') étant renfermés entre les linites — 1, + 1, chacune des quar-
tités (33) , (34) sera comprise entre les limites

Pr2pp = (p P,

pP—2pp H+pr=(p—pP= (p'—p)’

et sa racine carrée entre la somme p-p’ et la valeur numénque de la dnﬂ'ercnce p—t
ce qui suffit pour la démonstration du théoréme 4. :

Corollaire. La somme de plusieurs expressions imaginaires oﬁ're un module inférieur
3 la somme de leurs modules.
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§. 14. Des séries imaginaires.

Soient respectivement’

(- v, ,‘-v. y Vay coese Uny €lCuiese
{2) Way Wiy Wiy e W.., etc.
éeux sénes réelies; et posons
u.=v.+w,V:, d.:v.-o-w.;/:', .u,=v,+w,;/:‘-,,etc.
en sorte qu'on ait généralement
Up =Vp + W V1
La suite des expressions imaginaires
3) Wo oy Uy y Uay eenne , Un, etc.
form;ra ce qu'on appelle une série imaginaire. Soit
(4). ’ Sm == lo + Uy 4 weers = lpey
= Vo e Vs A wveee A Vpoy A (Wo o Wy e e o Way) V1

la somme des n premiers termes de cette série. Selon que, pour des valeurs croissantes
de n, s, convergera, ou non, vers une limite fixe s, on dira que la série (3) est con-’
vergente , et qu'elle a pour somme cette limite , ou bien qu’elle est divergente, et n’a-
pas de somme. Le premier cas aura évidemment lieu , si les deux sommes réelles

Vo = V; o= coiee o= Vpoy

Wo o Wy o veeee == Wy

’

convergent elles-mémes , pour des valeurs croissantes de n vers des limites fixes , et

le second ¢as dans la supposition contraire. En d’autres termes, la série (3). sera toujours .
canvergente en méme temps que les séries réelles (1) et (a). Si ces derniéres , on l'une :
delles seulement , deviennent divergentes , la série (3) le sera pareillement. L
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Si, dans le cas o la série est convergente , on pose
(5) S==Sp 4 I'n,

rx sera ce qu'on appelle le reste de la série prolongée jusqu’au nme. Dans tous les cas
possibles , le terme de la série qui correspond & l'indice n , savoir,

Uy == Vg += Wy —1

est c¢ qu'on nomme son terme général. Soit p, le module de ce terme , en sorte qu’on ait
(6) Vp o+ Wo V/ =7 = pa (€08 0, 4+ 7 sin b,) ,

pn désignant une quantité positive et §, un arc réel. Les séries (1), (2), (3) deviendront
respectivement

6)) pocos by, pycosl;, pacosby, etc...
(8) posin by, pysin by, pasinby, etc...
(9) po(cosby 4+ Y —asinb,), ps(cosb, 4y —isinb;), pa(cosbyy—qsind,), etc..;

ct, comme la valeur numérique du sinus ou du cosinus d’un arc réel ne saurait sur-
passer l'unité, il est clair que, si les modules

(10) Poy P13y P2, €l

formeront une série convergente , les séries (7), (8) par conséquent la série (g) seront
elles-mémes convergentes. On peut donc énoncer ce théoréme.

1. Théoréme. Pour qu'une série imaginaire soit convergente il suffit que les modules
de ses différents termes forment une série réelle convergente.

On prouvera encore facilement que , pour étendre les théorémes 1, 2, 4, 5, 6, 7
du § 6 au cas ol la série

Uoy Us y Usy eeeee Un y €lC.aee

devient imaginaire, il suffit de substituer , dans ces théorémes, les modules des termes
A leurs valeurs numériques. Ainsi, en particulier , on établira sans peine la proposition
suivante.
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2.* Théoréme. Soit O la lmite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge,
tandisque n crolt indéfiniment, la racine n™¢ diu module p, de un; ou bien encore une
limite fixe vers laquelle converge , pour des wvalcurs croissantes de n , le rapport

‘Papr

Pn C -

La série (3) sera convergente, si lon a Q. <1, et divergente, si 'ona D> 1.

Démonstration. En effet, si 'on a Q <1, lasérie (10) étant convergente , la série
(3) le sera elle-méme, en vertu du théoréme 1.7; et sil'ona Q> 1, les plus grandes
valeurs du module '

(11) pr= (Ve + w,.*)%

croitront avec n au-de-ld de toute limite ; ce qui ne peut arriver qu'autant que les
plus grandes valeurs numériques des deux quantités

VUny Wa

~

ou au moins de l'une d’entre elles croissent de méme indéfiniment. Donc, si l'on a
Q> 1, l'une au moins des séries (1), (a) sera divergente , ce qui entrainera la di-
vergence de la série (3). A

Considérons & présent une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives
de la variable x, savair ,

(2) ‘ Qoy A1 T, G X*, etC.....

Pour étendre les théorémes 8, g, 10 du § 6 au cas ou les coefficients a,, a;, a1, .~
étant imaginaires , la variable x est elle-méme imaginaire ou de la forme.

(13) Zz=r(wet-+y_—zsint),

r désignant une quantité positive' et ¢t un arc réel, il suffira évidemment de substituer,
dans ces théorémes , les modules de x, de @y, de ausr, etc.... a leurs valeurs nu-
mériques. Ainsi , en particulier , on déduira immédiatement du 2.° théoréme la propo-
_ sition suivante.
3.° Théordme. &i, p. étant le module de a., o désigne la limite ou la plus grande
r
des limites de (pn)*, ou bien encore uae limite fixe vers laquelle converge, tandisque n
~ erolt indéfiniment le rapport '

P41

(L]
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la')éric'(ni restera convergente , tant que le module r de x sera Wéﬁou} a 5, o
deviendra divergente lorsqu'on aura r> :—" .

L’une des séries imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient en supposant que
dans la progression géométrique

(14) ' 1, x, :r', ceree I®, €tCaeens

la variable 2 soit imaginaire et déterminée par l’équatxon (13). Si l'on nomme s, h
somme des .n premiers termes de cette progressxon, on trouvera, comme dans le §6,

1 xn
(1) W T 1=z

D’ailleurs le module de = ¢tant la nme pulssance du module r de x, ce module |
et par suite celui du rapport
oL
1=

deviendront infiniment petits ou infiniment grands , pour des ¥aleurs inflniment grandes
de n, suivant que Yon aura r<1 ou r>1. Donc,sil'ona r<r1, s, sappro-’
chera indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n, de la limite s déterminée
par I'équation

. I
et la progression (14) étant convergente offrita pour somme s ensorte qu’on aura

(16) , ‘ S L X A T e = .
: A 11—

Mais , si le module r de.x devient supéricur & Vunité, la série (14) sera divérgente
et n’aura plus de somme. Il résulte effectivement du théoréme 3 que la série (14) sera
convergente quand on aura r <1, et divergente quand on aura - r> 1.

Si Pon posait

(17) x=3z(cost+yTysint),
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k. désignant une quantité positive ou négative, et .¢ un arc véel,-le modale de x ne
serut autre chose que la valeur numérique de z, et I'équation (16) donnerait, pour
des valeurs nu.ménques de z inférieures & l’umté

" (18) 1 +z(cost+;/__xsmt)-&-z'(cosat-o—;/._. sinat)+...= .

- —]
1 —zcost—zsinly —p =

Comme on a d’ailleurs

(l—zcosl—zsmu/._.)(l—zcosl+zsmt;/_|) (l—zcost)'-i-(zsmt)':l—azcosl-o-z‘
. T e :

LI i . B L P

et par suite °
1 _ 1=z coSt-+2zsinty
1—zcost=—zsinly/—1 ~ _ _ 1—2zCOS{+ 2>

la formule (18) pourra s’écrire comme il suit
1+ 2 CO8 { + 2% COs 3¢ -o-'...,-'o-(;dn L4 z3sinal + W)V =2

(19) . =2 COst zsint —_—
—3 e V—' b

Je===2ZCOS ¢ =2 1«22 COS -2

et comprendra les deux équations réelles

=% COS{
. Ie=2%COS{otrz® ’
(20) L . At
B I ) zsinl .
I=—2% COSt 2> ’

14 32CO8¢ -+ 23C0s2{ 4 etc. =

.

zsinl+z3sinat + etc. =

qui subsisteront , ainsi qu'elle , pour des valeurs de z- comprisés entre les limites

(a1) . l=—Pl', z=1.

En appliquant le 3.° théoréme aux deux séries

) . coxs x3 .
(22) . 1' ’ —T 2 @— y - etCoaaer -
ppet) . F(#—l)(n—z)
(=x3) 1, KT, ~—— zt‘? . a3 .t-’ etc.....
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qui, pour des valeurs réelles de z renfermées;entre lenlimitinhoemagjoe ngaeprdueiten

les développements des fonctions l(142), (1 +.z~)“, et supposant u réel, o
prouverait encore que pour des valeurs-de. i. imaginaires et déterminfes par Péquatin
(17) ces deux séries sont convergentes comme la série (14) , tant que s demeure com-
prise entre les limites (21).

Quant & la série v e & ouk amireddr LE o e
xs x?
(24) ) § 9 X ) — ’ '——"! 2. .3" etc.uu

1.2

N .

»

qui , pour des valeurs réelles de x représente le dé\.reloppement de e, on la trouven
convergente pour toute valeur imaginaire , mais finje de la variable =x.
. : by

R R S PRI
‘ ‘ol - .M .

[ ALTH RN

 § 15, Des exponenticlles imaginaires.
""" Développements’ des ‘fonctions cosx , sin ¥

woodie. v
(A I T
. HyLahe
Désignons & 'ordinaire par ¢ la base des logarithmes Népériens, et par 4 un nom-
bre quelconque. Si la variable x est réelle , les deux fonctions

ex, Ax

seront toujours développables , par les formules (12) et (20) du § 7 en séries conver-
gentes ordonnées suivant les puissances entiéres et positives de x, en sorte qu’on aun

x x3
(1) cr=|+x+—-+-—T—-+etc .....

m(ANF | DAY,
1.2

(2) | Ax=1 + x1(4) + 1.2.3

D’autre part , come en posant

=l ou ay= DAL

)

1.2 = 1.2..n

on en conclut -
; 17 - a eA

Qrtr = ou . ( )_,

Gy ™ol Qn n-1




mit du 3. théoréme du § précédent que les séries

x x3
1y, Xy o= etc.ee
* % 32’ 1.3.3°

(N} DA
1.2

’ 1.2.3

- (4 1, x1(4),

y etc....

" westeront convergentes si la variable z devient imaginaire , sans que son module se
réduise A +o0, c’est-d-dire pour toute valeur imaginaire et finie de x. Cela posé,
aprds avoir démontré I'équation (2) dans le cas ol la variable z est réelle, concevons
qu’on étende cette équation au cas méme oi la variable z devient imaginaire et qu'on
s’en serve alors pour fixer le sens de la notation Ax, c’est-d-dire , pour définir une

‘expdnehtielle imaginaire. En prenant
" A=ce

!} on réduira la formule (2) & la formule (1), par laquelle se trouvera définie I'exponen-
tielle imaginaire ex; et comme, en remplacant x par x1(4) dans 'équation (1),
on fera coincider son second membre avec celui de I'équation (2), il est clair qu'on
pourra fixer encore le sens des notations

-

Ax, er
a Paide de la formule (1) jointe a la suivante
5) Ax < ex}4)

Observons maintenant que 1’équation (1) du § 7 pouvant étre étendue au cas ot « et x
deviennent des expressions imaginaires, on en tirera, comme dans le § 7,

(6) . im(1+am=14+2x+ z =

+ +etc.'l00
1.2 1.2.3 ’

15
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pourvu que, le nombre entier m, venant & croitre.indéfiniment , 'azpression: ivkaginaire |

s'approche indéfiniment de la limite zéro , mais de maniére & vérifier la condition

) lim (mg) = 2.

On aura donc, sous cette condition - . = oy
(8) m(t4+a)m=ecx,

quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de- x. Ainsi , en particulier, comme o
vérifiera la condition (7) , en posant

la formule (8) donnera généulement .
9 ex = lim (: - -:f.-)'
Si dans la formule (9) on remplace x par y on obtiendra la fonnuk setnblable «
ct de cette derniére jointe & la formule (g) on tirera
(v0) C"._cleim{l-i--':—' x-o-_r-o-f"—.l)r.

Dailleurs , si I'on pose
=L Y
2= — (.r +r+ =),
on en conclura
Iimma:lim(.t-o-y-o— -f";l) =xr+y,

par conséquent
m (14 a)m =ex+v,

Donc la formule (10) pourra étre réduite a

() er.e¥=meatr,
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$i dans cette derniére on remplace x et y par .z-l(A) et yl(A), on trouvera,
en ayant égard & l'équatnon (5) L

(13) A* A7 = Ax+r
Ainsi les formules (u)~ (13) .qui exprimént une pr'opriété fondamentale des exponen-

tielles dont les exposants sont réels , s’étendent au cas méme ou les exposants devien-
#ient imagmairés. Ajoutons’ que des ces formules on déduit unmédnatement les sqxvantes

(13) : exHytit.. == eX gy et

14 A A";'fl”' =A< . A7 . 4% ...
«quel que soit le nombre m des variables &, 5,z ;... ; puis , e.n posant
- . . N Ty 3.

05 emr = (ex )

€:6) : Amx = (Ax)m,

XEnfin , si dans les formules (11) et (12) on remplnce x par r—y onen déduira
xmmédnatement les deux suivantes

<) ' L=,
- A
(|8) A ’=2? .

Concevons & présent que , dans 'équation (g) , on écrive v —7 aulicude x,et
wgue dans la formule ainsi obtenue , savoir ,

&19) ” czy: = lim (x + % ;/:"i)m

«pa attiibue 4 x une valeur réelle. Si 'on pose

T
s\ x
Go) _ r=(x+7n—‘) , t = arctang =
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on aura S ‘ C e
(ar) x+%/:=r(eou+;/:;sin¢),

‘ x - —
(23) (l-o- ;}/-—-x) =r= (cos mt + Y7 sinmt).

De plus , comme en vertu de la seconde des formules (20) , Farc ¢ aura pour Limite
zéro , I'équation (77) du § 12 donnen. )

ou, ce qui revient au méme,
limmt==x.

Enfin , puisque la premiére des équations (6) , (7) [§ 7] entraine toujours la seconde,
et qu'on a évidemment

m x* x*
im —. —=lim — =o
2 m am )

on trouvera éncore
s
. , xs\?*
mrm = bm (|+—) =e'=1.
ml

Donc on tirera de I’équation (20)

(23) Iim(x-o--";-;/__. =cosx+;}——xsinx,

et la formule (19) donnera
(24) cﬂ: =cosx +yY"1snx.

Ainsi , toute expression imaginaire qui a l'unité pour module , et peut en conséquence
s’écrire comme il suit

cosx + ¢y —1sinx,

x désignant un arc réel, se confond avec une exponentielle imaginaire et de la forme

T
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~ Si Fon attiibmait b . unevnlenr en partie réelle en pu-hemagmnre,nparexemple
on supposait -

r=y +z2vV1,
]

7, décigniht des 'q;ganﬁtés réelles, on tirerait de la formule (11) jointe a la formule (24)
(25) . _g'r'”‘/:' = e'7.(cqsz + Y=isinz).

Si, dans cette derni¢re équation, on remplace y et z par yl(A)> et il(A) , onm
en conclura, eu égard & la formule (5),

@) AT = gy feos 21 ()] + v sin[s1(A)]} .
Les formules (26) , (2"7) fournissent immédiatement les valeurs des exponentielles

ex, A=

correspondantes & une valeur imaginaire ;;ue_lconqne de la variable x.

Lt'mque dans la formule (24) on remplace x par —=x, on obtient la suivante

(27) e_x‘/‘-'=cos.z'—;/__—i sin x ,

de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (24),

(28) 2vosxr = e’ +e—r‘/_', asinxy 1=V _.e—'v:'.,
ou, ce qui revient au méme ,
(29) cos x = SV TV sinx = T — T

9 = 2 ’ = YW

Ces derniéres formules subsistent, comme les équations (24) et (27) pour une valeur
réelle quelconque de la variable z. En les étendant au cas méme oi x devient ima-
ginaire , on pourra s’en servir , pour fixer dans ce dernier cas le sens des notations - °

.€co8 X, sin x .
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Si, & l'aide de I'équation (1) on développe, snivant les puissances emtidres ‘et posi-
tives , le premier membre de la formule (24) , on trouvera .

_ — x» x3 x4
(30) cos  + YV —1 sm.z'_;-o-:n/—x —— :‘;—1.2.3 l/-——;* m—:-z = etC. .
par conséquent
‘ s x
COS-Z'—!—--L—-;-Fm—etC.....,
@31)
. x? x5 -
Slnx=2—1.2-3 -+ 1'2'3.4.5 —_etc ----- .

Les formules (31) qu'on peut aussi déduire des équations (ag) subsistent pour des va-
leurs finies quelconques, réelles ou imaginaires de la variable .

De la formule (24) jointe aux formnules (20), (22), (25), (26) du § 13 * il ré-
sulte que , si @, b désignant deux quantités réelles quelconques , on pose

(32) p=Vaxrb, {=arctang -g. ,
on aura, pour des valeurs positives de 2, non seulement

(33) a+b;/:=p'en/_',
Iais encore

34) a+by==psV Tt 2RV =

’
k désignant un nombre entier quelconque , et pour des valeurs négatives de a, non
seulement

(35) ) a+b;/——-=—pe§‘/:—',

mais_ encore
{74 e-.t(zlc-i—l)m/: .

(36) a+by"i=pe

En résumé l'on aura .
A — /=
(57) a+by—i=pe ,

* Pag. 107, hgn. 11 lises

a+b/ i =p(cos{ +V_1sin{)[cos(ak41)mtVisin(ak+1)x].
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la valeur de 0 devant étre déterminée par la préemicre ou la-seconde des deiix formules

38 0=(+akn,
39) 0=¢x (2hk+1)x,

suivant que la quantité réelle a sera positive ou négative. On peut donc énoncer la
proposition suivante
1. Théoréme. Toute expression imaginaire

a+by—1
est le _prodm't d’un module réel

pP=Vat sl
par unc exponentielle imaginaire de la forme .

ov—1
e

b

et dans laquelle § désigne un arc réel déterminé par Uune des équations (38), (3g).
A Yaide du 1" théoréme joint aux formules (:3), (15), (17) il sera trés-facile d’ef-

fectuer la multiplication , la division ou I'élévation & des puissances entiéres d’une ou'

de plusieurs expressions imaginaires dont les modules ne se réduiraient pas a l'unité.

Car si Pon pose

Gv—1

3Vt ) VTS

a+by=(=ype y @+ bV Ti=)pe y @'+ 0"y Ti=p , ete...

P 5 ¢ .. étant des quantités positives, et §, 6, 6" , ... des arcs réels , on trouveta

fo)  (@+bV @+ bV )@ + b V=) wmp e LTI =

b

a+bV=i _p (—0V":

(41) . . T

(42) @+by=)m = pm e"'o‘/; .

1l est aisé de s’assurer que la formule (34) s’accorde avec la formule (33), et la for-
mule (36) avec la formule (35) attendu qu’on a généralement

+2kwy —
e

(*3)

=cos 3knxty Ssinzkn=1,

c:t(zk-a-x)nV’—T

44

=cos(ak +1)nxyYIsin 2k +1)m = ===1 .
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.1y a plus. 8i ¢ désigne un arc réel, on ne powrrs- évidemment satisfaire & 1'équation
imaginaire . T '
5 B Al TP e

T R e Xl - =

ou, ce qui revient au méme, aux deux équations réelles

(46) .. sest=1, gpt=o . . ,
qu’en posant ' L .
47) t=xakw,

et attribuant au nombre % une valeur entiére. Pareillement on ne pourra satisfaire i
Péquation imaginaire .. - . wir Lo = 5o

(48) LT EE Ry T

ou, cé qﬁi‘rev:leh't 'au méme , aux deux é;ju”x;iiods réelles

(49) cost=~—1, .lin.t =0
qu’en posant : .
(50) =:t(2.k'+.l')1r.

3
»

3

§ 16. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples dun arc
et les puissances entidres des sinus et cosinus du méme arc.

Si, dans la formule (15) du § précédent, on remplace x par xyv—;, elle donnera

mzxy/=; =\
MV = (ex‘/ ')
ou, ce qui revient au méme, =

cosmx + Y1 sinmx = (cos x ==/ sinx )™

= COS X +m €os™ =1 T 5D T/ g == (m)s cOs m=3 T 5ind & = (m; cos %3z sind 2V 3 + etc,.



( &)

Ontam domes 613k 4 HESIILITY £AIN0Q 9 70 6yt 20w omPredl ! 1 eurg - -
. . NVCERLG I
COB 8.2 == CO8™ X == (M), COS™=3 T §iN® X + (M), COS™=¢ X 54 T + etcan.

(1) L= ‘-’-\"s
sinmr=m cos™' T sin X = ()3 cos™~3 2 SIR3 T £ elcuiccriiiinrinnens

L. auass wonsups xweb xwe (dMAM uf twr e L o
ou, ce qui revient au méme ,

cos mx == [1—=(m), tang? = 6#)‘ tang# ?L-métc...] cos™ r ,

) sin mx = [m tang x — (m)3 tang® = + eV, JcOB™ ¥, B ’

g momy
is on en conclura
cooaei o v e eran wele bk A starmct oo taed . 9t
m tang x — (m); tang® x + etc..... .Y R
1 = (m), taﬂ“_:ca\(m)‘ tang4 x —etc.....

3) _ tangmx =
i pour Bxer les idées on pose successivement mx 2, m =23, m=4, etc. les for-
aules (1) et (3) donneront A ' ‘ B

[

C0S 2T = CO8® X == sin* x , :
) . .
-sinax =asinx cos xr,
~ L) ¢ :
2 tang x
tan, = ———
’) g2 x 1= tang* z ’
€08 3 xr = c08? xr == 3 cos x sin> r,
3)
g sin 3x =3 cos* x sin x = sin3 r,
: 3tang x — tang3 x
n tang 3xr = 8 28 ’
1 — 3 tang*x
COS4 T = 0084 = 6 CO8% T SM® X 4 siRé T,
8) .
sin { x = § cos? x sin x — 4 cos x sind x ,
tang x — tang3 x
2 tang 4 = = 4 (1208 ng’ x )

1= 6 tang*x + tangix’
etc.....
«es formules (1) dont les seconds membres entrainent .t_nuiows wa nombre fini de termes,

euvent servir & déterminer cosmx et sinmx en fonction de sinx et de cos x.
26
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On peut aussi exprimer les pyissances d¢ sinx et de cos x en fonction™ des. sin
et cosinus des arcs multiples de z. En effet on tire des fommle* (28) du § précédent

am cosm z = V=1 e C"—’)’f‘- Ao —(""-5 =, =

+me T +me
(10)

am(y)m sinm xr = ew me™ V= Fm e—("—a)"/"—' + e""/" ;

_ puis on en conclut i.° en supposapt m impair

. .
cos"'x_F COSMX 4 (M) CO8(M == 2) X = suees =+ (m)n_.cos x; ,

3
[N

(x1)
zzin'»:nr:—-(;:—lz ’ i SN ML = B8 5D (1 am3) T 4 s = (W) nn:c;

2.° en supposant m pair

] ’ t
cos"':r—;—- cosmx -o-mcos(m—z).r-o- vovns (m) Cos2T + Py (m)n
- ’
T B
(12)
smmx=—'- cosmx—mcos(m—a).r-o— ..... ¥ (m) cos ax * -1(m)
qm= Y 2 fucd M
: . - =
Si, pour fixer les idées on pose successivement m=13, m=3, m=4, etc. ... ol

tirera des formules (11) et (13)

1
cos* x = ;(cosa.r-o-x),
(13)

. . ' N . . .
sin*xr = ;(—eos-z:r +1),

cos’x:%(cos.‘i.r-o— 3cosx),
(14)
: ﬁn’z:%(smzx—hin'x),



-
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cosé x = é (cos 4 & + 4 cos’ax «+ 3) ,

‘sin'bz-.—.a-(co&@.r_—-.im‘az-u- 3),

etc.

" § 17. Sommation des sinus ou cosinus dune suite d'arcs repn;:entéc
par les différents termes d'une progression arithmétique.
Considérons upe suite d’arcs en progression arithmétique ou de la forme

4

-

(li- . L 0,64+¢t, 04at, .. .O;o-(n—x)‘,tﬂ,n

s; ¢déaamtdenx quantités réelles et » un nombre enﬁe‘r.quelconqne. On. au;d |
cés0+cos(0+t)+cos(04;zt)+.....-o-cos[d-o-(n—i)t] »

(2) +gsin0+‘.sin(0+l)-l-sin(d-o-'zt)-o- ..... +sin[6-o,-(n;-'x)t]§}/__x

= e(h- OV, @+ (b (—n)dYT

D’aﬁute part , si dans la formule (15) du i§ 14 , savoir

1 R _1‘”—!

lemX T =1

(3) o 1+ T+ 0 = X

on pose
ty=
=e

x ?

on trouvera

AEE G s ST (s e

e

1 L N e geens -+~ = - i T
: (3 X -yt

e '—-1 g‘v’ ‘—.c 3' s

ou, cé qui revient au méme,

vl T (0o P ) At T e

1+ “+e .
2 sin.‘; V=1

?
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: T A PR 4 RPN § .
or::. (d-mw—-: -c(d.u- 2t) V=1 o e[df(n—x)t]w:—.

¢(a—%:);/:;_e(a—,iz +nt)y=

4 = asin - - -t

_ sm(d——l -|-nt)—nn(d— —t) eoa(d——t)—cm(d-—-— t+nt) —

et la formule (2) fournira les deux équations réelles

(6— t-o-nl)—sm(d— -t)

281!1—

088 4 co8 (8 +t) + cO8(d 412 t)+ .. +cos[§ +(n—1)t]=

()
. . . . €08( § en -;—l )—.-co.(‘—L,g...m
sin § +sin(4 + t) + sin(6+2t)+ .. +sin[f +(n —1) ] = 2

2$in-‘;
Si dans les équations (5) 'arc 4 se réduit & zéro, elles donneront

1 snn(n——) t

14 CO8L + COS2 ¢ =+ ... -l-cos(n—l)t—x-o- ,

6)
. . ICOS(R——)‘
sinl + sin 2 ¢ 4+ ....... sm(n—x)t—tang—-—-—————.
2 sm—

. . . 2%
Si dans les mémes ¢quations on pose nt=2x, ou t=-=—, leurssecondsme
n

bres s’évanuiront. Enfin, si I'on pose nt==x, ou t=—, on trouvera

TR

>-’““;:‘

.€08 6 4= cos (04—%)4- cos(O _._2_':1 )+...+cos( 0+

(7

cos

sm6+sm(0+ )+sxn(0+—-)+ ..+sm(0+ )_



Soit maintenant s une longueur comptée sur une droite 43 qua renferpe wn-certain
Pl 00 0, que dans le méme plan on méne par le point O 1.° une. perpendi-
<ubire MN:a'lrdroite 48, 2.°n autres-droites qui comprennent éiitre elles des
amngles égaux dont chacun aura endemment pour mesure le rapport -

] ) = . ~ -

27
i

an

CTE]

e systime ‘de ces demniéres droites offrira une espéce de rose des wepls ; et si I'pn
momme ¢ le plus petit des angles qu'elles forment avec la droite M N, 0 séra

. .. x . . .
<ompris entre les limites 0, — . Ajoutons que les diverses dreites dont sera com-
> an J *q .

posée la rose des vents, formeront avec M N des angles respectivement égaux aux
différents termes de h progression arithmétiqué !
: ‘ i

0, 6+%, 6425 .. g4 n=0)7
n n n “
Cela posé , soient
Aoy Qyy dry e Gner

les projections orthogonales de la longueur s sur les droites dont il s’agit. En vdrtu
du 1. théoréme du § 12, a, sera le produit de s par le cosinus de l'angle algu
compris entre une de ces droites e¢ 4 B, ou en d’autres termes , par le sinus "de
Yun des deux angles qui forme la méme droite avee M NV perpendxculau'e AB. On

am donc
mn
a,.=scos(6+T),

B) ge+a1+ .+ Apr =5 {cosd -+ cos (0 “+ -:E)-o- cos(6 -+ ?T") I cos(0+ n:’;_x”)* .

€t par suite

Soit dailleurs x la moyenne arithmétique entre les projections 4o, @1, w.. G, de
la longuear s, en sorte qu'on ait T

(9) : =



( |3o)
On tirera des fomnlu (8) ot (9) s jointes & la nconde des équations (7).

m(__, -
RY = e
sin —
par conséquent
" n
sm;-—
(10) :=ny-—_——",—-— .
cos(——d)
an )

Donc , puisque @ est compris entre les limites o, ?"-'-l » on conclura de léqu

(10) que la longueur s est renfermée entre les limites

Ll .
uy.tangn, ny.smn,

ou , si on fait pour abréger,
(11) ?ﬂ-n =a,

.entre les limites

' tang « T sin &

(12) A et

. . . 00 e T
Concevons & présent que le nombre n croisse indéfiniment. L’arc « = T 58
) n

chera indéfiniment de la limite zéro, et les rapports

b tang a sin «
y -

[ ] [

de la limite 1 ( voyez le § 12 ). Donc, pour des valeurs infinies de n, les e
sions (12) deviendront égales entre elles et a :— np, et l'on pourra en dire 2

de la longueur s. Ainsi se trouve démontrée la proposition suivante.
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1. Théoréme. Si Uon nomme n.le nombre deés-droites dont se cbmpose: yne rose des
wrents tracée dans un plan quelconque , et u la moyenne arithmétique entre les projections
suar ces droites d'une longueur rectiligne s. mesurée- dans le méme plan , cette longueur
sera précisément équivalente @ la lithite vers ldquelle converge le produit

13) z np

Jour des valeurs croissantes de n .

Si, en attribuant au nombre ‘& une valeur considérable , on prend 5 M pour va-.

leur approchée de s, Derreur commise sera représentée par la valeur numérique -de
1a différence

s I . .
—-”
2 ()

<t puisque la longueur s est renfermée entre les quantités (12) , nous pouvons con-

<lure que Perreur commise sera équivalente au produit de %x# par une quantité ren-
£ermée entre les limites

s .
) g a sin o

-1, 1 o=

[ &

Dailleurs , en vertu des formules (31) du § 15, les différences

sin a a2 as

e  1.2.3 1.5.3.4..5

cosa="2(1—1 ot ! t
“=1a\'." 3 T 1.2.3.4 I,.—E)»*:ec' o e

e lm
“1 3 "1.2.3 5

+ etc.,

lero'nt développables en séries convergentes dont les termes alternativement positifs et
Régatifs offriront des valeurs numériques de plus en plus petites , lorsqu'on supposera~

n= ou >13, .
et par suite . e '

=l =du<i<t
“—-nu— N

4
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Donc alors , en vertu du troisiéme théoréme du § 6, on aura

sin & a® x

(13) = <T uw
et
sin a _ x 1
Bl el PRl
par conséquent
(16) tanga_l<x‘séc¢L;
[ 13 n

puis , en supposaat

n=ou>3,
par suite
2
V3’

. ,
¢.=on<3- y Sca=ou<

et ayant égard aux conditions

m=(3,1415..» =9,869... <10, -;”7;- < ;_Z< 1, 6"__’3:< 7%-8< 1,
on tirera des formules (15), (16)
) =22 <L "““—-.<;

On peut donc énoncer la proposition suivante.

2.* Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le théoréme premier , si
prend pour valeur approchée de s la quantité

1
-%
a M

Perreur commise ne swrpassera pas le produit de cette valeur approchée par -,-:; poi

que le nombre cntier n ne soit pas inférieur a 3.
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§ 18. Relations qui existent enire le périmétre d'un polygone plan el les sommes
des projections des éléments de ce périmétre sur diverses droites.
Rectifications des courbes planes. '

1.* Théoréme. Un polygone étant tracé dans un plan quelconque , si Von nomme n
le nombre des droites dont se compose une rose des vents construite dans le méme plan ,
A4 la somme des projections absolues des divers cotés du polygone sur l'une de ces droites ,
M la moyenne arithmétique cntre les valeurs de A correspondantes aux diverses droites ,
et S le périmétre du polygone, on aura sensiblement , pour des valeurs considérables de n ,

(1) . S= ;—n M.

De plus , si le nombre ecntiecr n surpasse 2 , Uerreur que Pon commetira en prenant

i—x M pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de cetle valeur appro-
1

chée par i

Démonstration. Soient

s, &, "y e
les longueurs des divers cotés du polygone, et des

By My By e

les moyennes arithmétiques entre les projections de s, ou de s, ou de s", ...
sur les diverses droites dont se compose la rose des vents. On aura évidemment

S=s4+5 + 5"+ ...,

M=pt+p+p"+ .,
et par suite

1 | 4 ) O 1
—tM=—rpt —ap =T u A e
2 aTBEFTEE 2k *

D’autre part, si 'on prend pour valeurs approchées de

s, &, " e

”
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les quantités -
I »

' 1 | .
- -z pu -%
2 »oy 2 n, a 1 ’

les erreurs commises , en vertu des théorémes 1 et 2 du § précédent, seront respective-

. . . [ . L ) B . . . . .
ment inférieures aux produits de ces quantités par - Don‘c Perreur commise sur l_a
somme

. . . S s eSS,
. L ]

sera inférieure au produit de % par la somme

LI RSN, "
- -7 -~ -7 reres ==
STRFITH S

Cette errewr commise étant trés-petite pour des valeurs considérables de n, on aura

sensiblement alors S = i—w M.

Corollaire 1.7 11 est clair que la démonstration précédente est applicable non seule-
ment & un polygone fermé , mais aussi & un polygone ouvert , c’est-a-dire, & une por-
tion de polygone , et méme A un systéme de polygones ou de portions de polygones
quel que soit d’ailleurs le nombre de leurs cotés.

Corollaire 2.2 Dans le cas particulier ot 'on considére yn polygone convexe et fermé,
la somme A des projections des cotés du polygone sur une droite est évidemment
double de ce qu’on pourrait appeller la projection du polygone , c’est-A-dire , double
de la longueur Y% qui renferme tous les points de cette droite avec lesquels peuvent
coincider les projections de points pris au bazard sur le périmétre du polygome. Par
suite la moyenne arithinétique M entre les diverses valeurs de A correspondantes
aux diverses droites dont se compose la rose des vents sera double de la moyenne
arithmétique M entre les diverses valeurs de U qui représenteront les projections du
polygone sur ces diverses droites, ou, si I'on veut, les dimensions du polygone mesurées
parallélement & ces mémes droites. On peut donc encore énoncer la proposition suivante.

2.* Théoréme. Etant donné dans un plan quelconque un polygone convexe et fermé,
si Pon nomme n le nombre des droites dont se compase une rose des vents construite
dans le méme plan , M la moyenne arithmétique entre les projections du polygone sur
ces diverses droites , et S le périmétre du po(rgone on aura sensiblement , pour des
valeurs considérables de n

(2) S=M.




De plus, si le nombre entier n surpasse 2, Perreur que l'on commettra , et prenant
s pour valeur approchée de S, scra inférieure au produit de celte valeur appro-
chée par % .

Concevons maintenant , que les polygones dont il est question dans les théerémes 1
et 2 soient inscrits 3 des courbes données. Si les cotés de ces polygones deviennent in-
finiment petits et le nombre de ces cétés infiniment grand , le périmétre de chaque
polygone aura pour limite la longueur ou le contour de la courbe circonscrite. Par suite

on déduira innédiatement des théorémes 1 et 2 ceux que nous allons énoncer. -

3.+ Théoréme. Etant donné dans un plan un contour quelconque S, si Uor nomme
n le nombre des droites dont se compose unc rose des vents construite dans le méme
plan , A la somme des projections absolues des diverses parties du cortour sur une des
dreites yet M la moyenne arishmétique entre les valeurs de A  correspondantes aux
diverses droites , on aura sensiblement , pour des valeurs censidérables de n ,

(v) S=—;7:M.

De plus , si le nombre entier n surpasse 2 , Uerreur que I'on commettra en premant

i—: M pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de celle valewr ap-
I
prochée par =

Corollaire 1.7 Ce théoréme subsisterait enoore, si I'on représentait par S le systéme
d’une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes
fermées ou non fermées.

Corollaire 2.2 La valeur approchée de S ¢tant calculée A I'aide de la formule (1),
Perreur commise ne dépassera pas la neuviéme partie de cette valeur , si 'on prend
n =3, la vingtcinqui¢éme partie si Yon prend n=5, et la centiéme partie, si 'on
prend n=10. Dans le premier et le second cas M sera la moyenne arithmétique
entre les sommes des projections absolues des ¢léments de S sur trois ou cinq droites
respectivement paralléles aux c6tés d’un hexagone ou d’un décagone régulier.

Corollaire 3.4 Si S représente le systéme de plusieurs courbes formées et tracées
dans Yintérieur d’un cercle décrit avec le rayon R, si d'ailleurs on suppose que le
systéme de ces courbes ne puisse étre traversé psr une droite en plus de 2 m points,
on aura évidemment

.

A<am.2R,
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et par suite

(3) . M<am.2R;

puis , en observant que la formule (2) devient nigoul‘eusement.exﬁcie pour des valeurs
infinies de n, on tirera de cette formule jointe 4 la condition (3)

(4) . S<m.2nR.

4. Théoréme. Etant donnée dans un plan quelconque une courbe convexe et fermée,
si Pon nommme n’ le nombre des droites dont se compose une rose des venis construite
dans le méme plan, M la moyenne arithmétique entre les projections de la courbe
sur ces diverses droites , et S le périmétre de la courbe, on aura sensiblement , pour
des valeurs considérables de n ,

(2) S=aM.

De plus , si le nombre entier n surpasse 2 , Uerreur que l'on commettra en prenant
z MW powr valeur approchéc de S sera inférieure au produit de celte valeur appro-

, 1
chée par —.
n

Corollaire 1.7 Une courbe convexe est, comme l'on sait, celle qu’'une droite ne peut
traverser en plus de deux points. Cela posé, concevons que S représente le périmétre
d’une courbe fermée et convexe, tracée dans Vintérieur d’un cercle dont le rayon soit
R. On tirera de la formule (4§), en y posant m =1.

. S<2#nR.

i
S

Corollaire 2.2 Si S représente la circonférence d’un cercle décrit avec le rayon R,
la projection de § sur une droite quelconque, et par suite la quantité Af elle-
méme se réduiront évidemment au diamétre 2 R. Donc alors la formule (2) donnera,

comme on devait s’y attendre

() S=2=R.
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§ 19. Sur les puissances fractionnaires , ou irrationnelles , ou négatives d'une expression
imaginaire. Résolution des équations binomes et de quelques équations trinomes.

Pour rendre plus clair ce que nous avons a dire sur les puissances fractionnaires, ou
imtionnelles , on négatives des expressions imaginaires, il sera utile de rappe]er d’abord

Jes déﬁmhons relatives aux puissances des nombres.

Elever 4 2 'la puissance du degré x (x étant positif ), c’est chercher un autre

! nombre qui soit formé de A4 par la multiplication comme x est formé de l'unité

par Yaddition. Pour bien -comprendre la définition précédente , il faut distipguer trois
as , suivant que x est entier , fractionnaire ou irrationnel.

Lorsque x désigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plusieurs unités.
La puissance de 4 du degré x doit donc alors étre le produit d’autant de facteurs -
égaux & A4 qu'il y a d’unités dans x. Ainsi, par exemple, si I'on prend

r=3=1<4+1+41,

on aura

A=A444.

) . oom . .
Lorsque x représente une fraction — (m et n étant deux nombres entiers ),

il faut, pour obtenir cette fraction, 1.° chercher un nombre qui répété n fois repro-
duise Punité; 2.° répéter m fois le nombre dont il s’agit. Il faudra donc alors, pour

obtenir la puissance de 4 du degré L:— , 1.° chercher un nombre B tel que la

multiplication de n facteurs égaux i ce nombre reproduise A4, 2.° former un produit
de m facteurs égaux au nombre B. Quand on suppose en particulier m=1, la

puissance de A4 que l'on considére , se réduit 4 celle dont le degré est :7, et se

trouve déterminée par la seule condition que le nombre A4 soit équivalent au produit
de n facteurs égaux i cette méme puissance. Si, pour fixer les idées , on suppose

2 .
r= 3, alors aux équations

O =
W)~
+
W =
]
-
-
w]»
I
Wi =
+
W =
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correspondront les deux suivantes ,

“|y

AT AT 4% =4, AT = AT 47,

Lorsque x est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres rationnels des
valeurs de plus en plus approchées. On prouve facilement que , dans la méme hypo-
thése , les puissances de 4 marquées par les nombres vationnels domt il s'agit, s'sp-
prochent de plus en plus d’une certaine limite. Cetie limite est la puissance de 4 du
degré x.

D’aprés les définitions qui précédent , Ia premidre puissance d’un nombre n’est autre
chose que ce nombre lui-méme. Sa seconde puissance, ou son carré , et sa troisicme
puissance , ou son cube sont les produits de deux ow trois facteurs égaux & ce méme
nombre. Quant & la puissance du degré séro, elle sera la limite vers laguelle converge
la puissance du degré =z, tandisque le nombre x déoroit indéfiniment. Il est aisé
de faire voir que cette limite se réduit a l'unité , d’ou il résulte qu'on a em général

(1) A =1,

Ajoutons que si Pon désigne par x, y, z, des nombres quelconques, on établira
facilement les formules '

(2) AT A = Ax+y
3) A2 AT Ao ... = ATHyFbon
4) (Ax)r = A%y = ( A7 )=,

et que , si dans I’équation (2) on pose x +y =5, on en tirera, pour des valeurs
de x ioférieures & s,

3) A-x = 4

La formule  (5), étendue au cas o x devient supérieur & s, par exemple au cas
oi s s’évanouit , sert alors & définir les puissances négatives de 4. C’est donc uni-
quement comme définition d’une puissance négative du degré —x que Yon pose
P'équation '

. (6) A~ =

I
;1: .
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En partant de cette derniére formule, on prouvera sang peine que les équations (3),
(3), (4) , (5) subsistent lors méme que les nombres x, y, z, ....s, ou quelques uns
,&'entre eux se changent en des quantités négatives.

Dans I’élévation du nombre A & la puissance dont le degré est x, le nombre 4

wppelle racine, et la quantité x qui marque le degré de la puissance se nomme

; ¢. Extraire du nombre A la racine du degré x, c’est chercher un nouveau
'smbre B qui, élevé a la puissance du degré z, reproduise A; ce nouveau

;Elllbre sera évidemment la puissance de A4 du degré l;, puisqu'en vertu de Ia

formule (4) on aura
() ea

Soit maintenant a <=5 Y—; une expression imaginaire quelconque, a, b désigpant
‘deux quantités réelles. En généralisant les notions que nous venons de rappeler , on ob+
tiendra les définitions suivantes relatives aux puissances fractionnaires ou négahves de

a+bdby=.

Extraire la racine nm¢ de I'expression imaginaire a + b V—;, ou, en d’autres ter-
mes , €léver cette expression 4 la puissance du degré ;— (n désignant un nombre en-

tier quelconque ), c’est former une nouvelle expression imaginaire dont la puissance n™
reproduise a + b /. Ce probléme admettant plusieurs solutions comme on le verra
tout-h-T'heure , il en résulte que I'expression imaginaire a -+ by—: a plusieurs ra-
cines du degré n.

Pour éléver l’expressnon imaginaire @<+ by—=; & la puissance fractionnaire du

degré '—::— , il faut, en supposant la fraction % réduite & sa plus simple expression ,

1.° extraire la racine n™ de l'expression donnée; 2.° élever cette racine 4 la puissance
entiére du-degré m.
Enfin élever V'expression imaginaire a +b vV & la puissance négative du degré

1 m , .. - . .
—m.ou —— ou ——, Cclest diviser l'unité par la puissance du degré m, ou
L. 4-
b n M

En vertu des définitions précédentes, extraire la racine n™ de I'expression imaginaire
a + b V=1, c’est déterminer les valeurs imaginaires de = qui vérifient 1’équation binome

&) : T"=a+by—,
gue Pon peut aussi présenter sous la forme =

6vV=

C) "=pe ,
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pourvu que , les valeurs de p et { étant

(9) p=VETH, {=arcungl,

et k désignant un nombre entier quelconque , I'on prenne

(10) 6=y+ak=,

si la quantité a est positive , et

(1) b=Fx(2k+1)n,

si la quantité a est négative. Or il est clair qu’on vérifiera 1'équation
(12) 1"'=p¢§/;—'et’k”‘/———',

en prenant

(13) r=
et I'équation

(V= e:b(zk-o-l)xt’-'-—x

(14) ™m=pe )
en prepant

L Ll LV
(15) r= Pn " e "

I y a plus. On peut aisément s’assurer que toutes les racines de I'équation (
comprises dans la formule (13) lorsque a est positif , et dans la formule (¥ )
a est négatif. Effectivement représentons par

. V=
re )

une quelconque des valeurs de a2 propres a vérifier I'équation (8), r étant
dule positif, et ¢ wun arc réel. En vertu du troisiéme théoréme du § 13, on



¢t, comme V'équation (8) donnera
re entv;—l-:pcom )
oo en conclura, 12, si a est positif,

MVET e0}’-‘-—7 = V= ,

—-— :
puis en multipliant de part et d’autre par I'exponentielle ¢ V=1

Lnt=V=1 _

=1,

par conséquent ( voyez les formules 45, 47 , 48 et 50 du § 15)

ntemy=xa2ksx, t=

28 si a est négatif

nVE _ V=S (B ,

par conséquent
nt—({xx)=xakn, ,__; @k+n)x

Si Yon suppose en particulier

on trouvera

et Péquation (7) ou (8), réduite &

(16) =1,
1]
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aura pour racines les diverses valeurs de x, que I'on peut-déduire de la formule -

2knw

[Vmery
n

(17) r=ce )

en prenant pour k des nombres cntiers. J’ajoute que, pour obtenir toutes les racines
de P'équation (16), il suffira d’employer les valeurs entiéres de % comprises entre les

Jimites 0y - En effet, considérons une valeur de % située hors de ces mémes li-
nites ; et soit alors % le nombre entier-le. plus voisin du-rapport- = ‘La différence

, de sorte quon aura

®l=

k
entre les deux nombres &, —, sera tout au plus =

’

: k
(18) ;:hﬂ:;,

3 . P 1 . .
= étant une fraction égale ou inférieure a 5 ¢ par suitt X un nombre entier

inférieur ou tout au plus égal & :;- . Or, comme on tirera successivement de la for-
‘ (]
mule (18)

2k1r=2,”riak1r

n ’

n
e =e

kl
tzku‘/__l iznz‘/:

il en résulte que, sans altérer les valeurs de =z fournies pa;' la formule (17) , on peut
y remplacer le nombre entier k, lorsqu'il est situé hors des limites o,'; par un
autre nombre entier compris entre les' mémes limites.

Si Pon réduit le nombre k 1.° & sa limite inférieure , c’est-a-dire a zéro; ‘2. e
supposant que n soit pair, a Ja limite supérieure ;i, on obtiendra les seules racines

réelles que puisse admettre I'équation (16), savoir :

(19) rT=1, ¢t T= -1,
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ls seconde disparaissabt toujours, lorsque »~ est impair, les autres racines correspon=-
dantes aux valeurs

n o= |

1,3, 3, aa ’

dunombre k, s n est impair , et aux valeurs

n == 2
2

1,2,3, ae. ’

du méme -nombre k, si n est pair, seront imaginaires et conjuguées deux a deux.
Donc Yéquation (16) offrira , si n est impair , une racine réelle et n—— 1 racines
ima-g:maires; si n est pair, deux racines réelles et n — 2 racines jmaginaires. Le
nombre total des racines distinctes sera dans tous les cas égal au degré n de V'équa-
tion (16).

En combinant la formule

- 2 kx

n akn —_— . %
= V7 sin ’
n

r=2=a = CO0s

avec les formules (67), (71) du § 12, et posant successivement

n=3, n=4¢4, etc..

on trouvera, pour les racines imaginaires de I'équation 23 =1,

27,
+— V5 -;-
r=e 3 =—i:r.3—;/:;,

pour les racines imaginaires de I'équation x4 =1,

r=e =/,
etc.....
Si Yon suppose dans I’équation (7)

a=~1, b=o,



on trouvera encore

et I'équation (7) ou (8) réduite a

(20) X" = -1,

aura pour racines les diverses valeurs de ,j que l'on peut déduire de la formule

. (2k+1)7 =
(21) r=e ’
en prenant pour k des nombres entiers. De plus ,'comme la différence entre le rappore=

2k 41
2n

et le nombre entier % le plus voisin de ce rapport sera évidemment une fraction de
numérateur impair , inférieure ou tout au plus égale a i— » par conséquent une fraction
de la- forme

2k 1
an

2k'+ 1 étant un nombre impair égal ou inférieur 2 n, comme d’ailleurs la formule

2k 4+ 1 2k" + 1
— =ht—
an 2n

entrainera les suivantes

2k 4+1 . 2k 4+ 1
——— x=2h7x %,
2k + 1 _— 2k <+1 _
— VI ES VvV —1
e =e H

il est clair qu'on obtiendra toutes les racines distinctes de I'équation (20), en attribuant
successivement au nombre k& toutes les valeurs entiéres comprises entre les limites

N =1

o, . Au reste k& ne peut atteindre la scconde de ces limites et devenir égal a
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z 2—" » qu'autant que n est impair, et c’est alors seulement que I’équation (aoj

admet une racine réelle , savoir ,

(23) X ===l

Les autres racines correspondantes aux valeurs

n—3

0, 1,3, wdewees ,

# dw nombre k si n est impair, et aux valeurs

0, 1,3, e

du méme nombre k si n est pair, seront évidemment toutes imaginaires et conjuguées

deux & deux. Donc Péquation (20) offrira, si n est impair, une racine réelle et n =t
ncines imaginaires, si n est pair, n racines imaginaires. Le nombre des racines

distinctes sera donc toujours égal au degré n de cette méme équation.
En combinant la formule )

3;(2_"-.-_')" V—1

r=e n =os(2k+')":t|}:?sin(°k:l)“

avec les formules (67) , (71) du § 12, et posant successivement

n=2, n=3, n=4, etc...
on trouvera pour les racines imaginajres de Péquation x* = — 1

T —
-y
2
| r=e ==xy_1,

pour les racines imaginaires de Iéquation, &%= =1

I
3

3
+ - Yeq )
2

]

!

o

I
D)o~

Pour les racines imaginaires de I’équation 4= — 1

T — 37
z=e 4_--‘—'i‘/_—', T _—rwy=
- - Va
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ou plus simplement
_E1% V=t
- V!

etCieias

D’aprés ce qu'on vient de voir, les racines n™« réelles ou imaginaires de chacune des
quantités -1, + 1 sont en nombre égal & n. D’ailleurs, pour obtenir toutes les
valeurs de x que donne la formule (13) ou (15) il suflit de mnultiplier successivement
I'une de ces valeurs , par exemple ,

1 .
— 2y —_ e
+ /.
Pn o ou Pn c(g %)y 1

)

par les diverses racines de I'unité¢ du degré n, ou bien encore de multiplier la seule
expression

L iy
n n

(23) " e ,

par les racines n™** de l'unité, si a est positif, et par les racines n™* de -1, si
a est négatif. Ajoutons que, dans le premier cas, I’expression (23) sera précisément
une des racines n™* de a + b V=1, c'est-a-dire une valewr particuliére de. x pro-
pre A vérifier D'équation (7). Cette valeur particuliére est celle que nous désignerons
par la notation

(34) (a +by=3)"»

dont nons ne ferons usage qu'autant que la partie réelle de 'expression imaginaire ren-
fermée entre les parenthéses sera positive. Cela posé, en admettant que p et ¥ soient
déterminés par les formules (9) , on aura, pour des valeurs positives de a ,

L
n n

(25) p e =(a+b;/:x);",

et pour des valeurs négatives de a4,

1 ¢,
AoV

(26) p € =(—a—h/:x)7:-.
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Par suite on tirera des formules (13), (15) 1.° pour des valeurs positives de a

e _";" V=
(27) - r=(a+by=S)n ¢ ;
2° ponr des valeurs négatives de a |
. . t(ﬁk:—l)ﬂ‘/:
(’8) .‘t=(—a—b|/__,;- e 5

et 'on pourra énoncer la proposition suivante :
1.* Théoréme. Le nombre des racines distinctes de ’équation -binome

»=a+by=,

ot égal au degré n de cette équation. Ces racines ont un module commun équivdlcnt
4 la puissance :T du module de a + by ;. Elles sont représeniées , pour des va-

lewrs paires de a , par les seconds membres des formules (13) ou (27), pour des va-
lewrs impaires de a , par les seconds membres des formules (15) ou (28); et, powr
les obtenir toutes, il suffit de multiplier successivement l'une d’entre elles par les diverses
racines ‘n™** de Uunité , c’est-d-dire par les diverses waleurs de Uexpression

LV

(19) c n

Les racines n™*# de a + by —; étant représentées par les seconds membres des éqﬁa-
tions (13) ou (15), les puissances m™ de ces racines (m étant un nombre entier pre-
mier & 1), ou, en d’autres termes, les diverses valeurs de la puissance de a + bv—=;

du degré % seront évideminent comprises , si a est positif , daus la formule
Qk‘ m=

m m,
- —fV—=1 - V=1 ) .
(30) pn e e n . ' e

et si g est négatif , dans la formule

m i(ak-o-l)mx
n

33

= Ve
(3!) /) e e .
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Dans le premier cis seulement, I'une de ces valeurs sera de la forme

L]

Cette valeur qu’on obtiendra, en posant dans la formule (30) k=o0, est celle

nous désignerons par la notation

(32) (a+b ;/..__".)._: ’

de sorte qu’en supposant les quantités p, { déterminées par les équations (g) , on

pour des valeurs positives de 4

m mg, —
(33) pte =(a+by)",

et pour des valeurs négatives de a

> 2= =
(34) " e = (= b YT

Par suite les diverses valeurs de la puissance de a4 + b v=; du degré

se déduire , pour des valeurs positives de a, de la formule

akmx

m £ V=
(35) (6 +by=)e " ,

ct, pour des valeurs négatives de a, de la formule

(akt=1)mx A\
—an

(36) (—a—by=ij e .

N est bon d’observer que chacun des facteurs
ink:nr =
€37) ¢ ’
t(ak+’:)m1r =
(38) e ’

m
-'T pe
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compris dans les formules (30) et (31) , ou (35) et (36) se réduit a4 'une des racines n™e
de la quantité + 1, ou — 1. Il est daillewrs facile de s’assurer quon obtiendra
successivement toutes les racines, en attribuant successivement au nombre & dans la

formule (37) les valeurs entiéres comprises entre les limites o,;i ¢t dans la formule

. . I n—r .
(38) les valeurs entiéres comprises entre les limites o, : ; pourvi que, suivant
2 .

Phypothése admise , le nombre m soit premier & n.

Observons encore qu’en vertu des formules (25) et (32) on aura généralement pour
des valeurs positives de a

(39) (a+b;/__.)%=z(a+b;/__.)—:‘”'..(

5i Pon divise l'unité par la puissance de a+by—: du degré %’- , c'est-a-dire, par

le produit (30) ou (31), on obtiendra la puissance de a0V du degré —% Les

diverses valeurs de cette puissance seront comprises, si a est positif , dans la formule

-z —ﬂg g :szmz‘/:
n n
(fo) P e e

et, 5i a est négatif , dans la formule

_m _ﬁ‘/__‘ :F(ak-o-l)mrr —
4y p Te " e "

Dans le premier cas seulement , I'une de ces valeurs sera de la forme

m m
‘ —— ——=/=
(42) p Te T .

Cette valeur qu'on obtiendra , en posant dans la formule (40) k=o0, est celle que
*nous désignerons par la notation

<) (a+by/=)" =

7



(150)

de sorte qu'en supposant les quantités p et { déterminées par les équations (g), oo
aura, pour des valeurs positives de a,

(44) ) e =(a+bvV=) =,
, pour des valeurs négatives de a4,

m

=2 Zy=
(45) p "e " =(=—a=—by="

En général m et n étant des nombres entiers quelconques , les deux notations

(46) (a+by=~, (a-.-wr.)"?

seront comme la notation

(a +b)v=1)

uniquement employées dans le cas ol I’expression imaginaire renfermée entre les pares-
théses offrira une partie réelle positive , a2 moins que la fraction -':l—' ne se réduise & un
nombre entier.

Si la fraction % se réduit A un nombre entier m, alors les notations (46) pour-

ront étre employées , quelque soit le signe de la qnantité a , et de la formule
.

(47) a...b‘/__..:pea‘/—l.
on déduira immédiatement les deux suivantes
48) (a+bv=) =" M= (a...,,,/__, T —moV=r

Si au ‘contraire "—’: ne se réduit pas 2 un nombre entier, alors, en posant pour abréger,

m
p==x—,



(151)
on tirera des formules (33) et (44) , mais seulement pour des valeurs positives de a,

(49) (a+ by =,* AV

L’équation (4g) subsistant pour toutes les valeurs entiéres ou fractionnaires de la quan-
tité positive ou négative désignée par u, analogie nous porte & I'étendre au cas méme

ou la quantité p devient irrationnelle. C'est ce que nous ferons désormais. En con-
séquence , si u est irrationnel , la notation

(a+by=p"
sera employée pour désigner le produit
o¥ V= )

c’est-a-dire la limite vers laquelle converge V'expression

(a+by—n *= p*";e*"":g’/:' ,

tandis que l'on fait converger la quantité positive ou négative , ﬂ:% vers une limite
égale & .
La résolution de I'équation (7) entraine celle d’une équation trinome de la forme

(50) IM 4+ px* +.g=o0.

En effet cette derniére , pouvant s'écrire comme il suit

(31) (:r"-o—E)‘ =%—q,

pourra étre remplacée , si % — g est positif, par le systéme des deux équations bi-

nomes comprises dans la formule

(52) ‘ ﬂ:—ft(%’—‘l)‘,
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“, E/:-—// est négatif , par le systéme des deux équations binomes compris

dirs I forsnule

53 ,.=_§t(,,_’2—')7./:7.

% n e réduit b V'unité , Véquation (50) sera réduite a Péquation du second degré
(i4) P +pr+qg=o,

ot udmottra deus rucines réelles inégales , et comprises dans la formule

(%) .l‘=—'£‘:h(%—(,) ’
s lon a
(56) %.>q,

doux vacinos imaginniros inégales comprises dans la formule

(57) .l‘=—.:'.l.(l]—-,%: 1,
ol l'on a
(W) %.<'l,

ontin deux racinos réelles égales et déterminées par la formule

-2
() x = a2’
a o a

(Y} ?=q .

B tevtninant o paragraphe nous ferons relativement aux racines ™ de l'unité
prentees par les diverses valeurss de Pexpression (29) une observation qui n'est
AR MpTARCE,
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Si l'on pose , pour abréger,
61) A=e

et, si 'on nomme I, 7 deux quantités entiéres positives ou négatives, mais tellement
choisies que ' — ! ne soit pas divisible par n, les expressions

alx al'xn

——

(62) M=e " | , All=e "

=T

seront .dcux racines n™ de l'unité , distinctes 'une de l'autre , puisque la différence

n n n
e - C =2e

[ U e —_—
2ry— 2la a0 2ll=lE
[ =—¢ ’
ne peut s’évanouir qu’autant que

L aml
n . ; . .-

est un nombre entier. Donc les expressions (G2) seront deux racines n™¢* de l'unité dis-
tinctes P'une de P'autre, si la différence ' — I est inférieure &4 n, d’ou il résulte

que pour obtenir toutes les racines de I'unité du degré n, il suffit de prendre n
termes consécutifs de la progression géométrique

(63) U A3, A=, A=r, 1, Ar, Aa, 28,

(64) 1,A, A, An-s

A
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§ 20. Logarithmes des expressions imaginaires, et logarithmes ;magumm
des quantités réelles.

Soit
a+bv—=:

une expression imaginaire quelconque , @, b désignant deux quantités réelles. Ce qu'on

appelle le logarithme de a + b V=3, dans le systtme dont la base est A4, clest .

une seconde expression imaginaire & 4+ 8V —:, dans laquelle les quantités «, 8
sont tellement choisies que I’on ait

AG*B‘/‘: =a+bv—,

(1)
et par conséquent, eu égard i la formule (5) du § 15,

) @+BV TN

=a+bvV=:.

Ainsi , en particulier un logarithme Népérien de a 40y =; sera ume expression
imaginaire « <+~ 8y —; tellement choisie que l'on ait

3) c"+B‘/:_' =a+by—:.
D’ailleurs , si l'on fait

. . . b
)] p=Vaxb, { = arctang —,

et, si 'on désigne par & un nombre entier quelconque, on trouvera , pour des valews
positives de a4,

5 g by = pe GERRRVT =el(p)+(§:tzlm)l/'—_x;

et , pour des valeurs négatives de a,

6) a+bt/:?=pe[§i(2k+')"]‘/:—‘=cl@)+[§t(2k+|)n]¢‘_—,'

Cela posé , il est clair qu'on vérifiera la formule (3), si @ est positif , en prepant

() a+ BY=i=1() + (L ta2km)Y=5,




)i o devient négatif , en prenant
® a+ByS5i=1(p) e [{t(2k+1)n] Y=

Iy a plus. On peut aisément s’assurer que la formule (7) ou (8) fournira tous les lo-
guithmes Népériens de Pexpression imaginaire @ + by —;. Car, en vertu du 2.°
théoréme du § 13, le module ¢* du premier membre de I'équation (3) devra se
osfondre avec le module , de Pexpression @ + by —i. On aura donc ,

e“:p, a=1(p);

D'sutre part, si, en adoptant la valeur précédente de «, on réduit k & zéro dans
h formule (5) ou (6), on tirera de cette formule, jointe & I’équation (3), 1.° pour des

nleurs positives de a
cBV—::egm

Par conséquent
B=W—=i | Bey=xaknx, B=fxak=,
.° pour des valeurs négatives de a
BV—1 _  (SE3)V— ,
Par conséquent
e[B—(Z*")]V:___.,, B ({xm)=x2kn, B=(x(2kae1)n.

On prouvera de méme quc les valeurs de « + 87 propres i vérifier la formule (2),
ou les logarithmes de & + & v—: relatifs au systime dont la base est 4, sont tous

compris , pour des valeurs positives de &, dans la formule

)] ¢+B;/:i=](” +(§:(t;)k")m=L(P)*(§*2_/m)L(e). =i,

et, pour des valeurs ﬁégatives de a, dans la formule

k =2
(10) a- BV =2 LR L (12(4-)'-1)"]‘/ =L(p) - (Fxaks)L(e)-V=; .
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Si I'on suppose en particulier a +bV=y==x1, par conséquent p=o0, {=o0,
les formules (7) , (8), ou (9), (10) donneront pour les logarithmes Népériens de =+ 1,

non seulement zéro , mais encore toutes les expressions imaginaires de la forme
)

(x1) xakwy—1, ou xakwnL(e)y—a1,

et , pour les logarithmes Népériens de == 1, toutes les expressions imaginaires de la
forme

(;5) x(2k+1)nV—1, ou x(2k+1)xL(e)y=:.

Généralement , si @ + b V=7 se réduit & une quantité réelle a, on pourra, en vertu
des formules (7), (8), ou (9), (10) considérer comme logarithmes de a4, 1.°si a
est positif, toutes les expressions comprises dans la formule

(13) l(a)x2kay—1, ou L(a)xakanL(e)V—i;
2.° Si @ est négatif , toutes les expressions comprises dans la formule
(1) M=—a)x(ak+1)5y—5, ou L(=a)x(2kx+1)L(e)yV=i.

Observons d’ailleurs qu’on peut obtenir toutes ces expressions , en ajoutant & I'une quel-
conque d’entre elles , par exemple, lorsque a est positif au logarithme réel 1(a)
ou L(a) les diverses logarithmes imaginaires de 'unité.

Lorsque, & n’étant pas nul, @ est positif, I'un des logarithmes de a + b V=3,
savoir, celui qui correspond & une valeur nulle de k, est précisément

(15) . W(p)+=EV=1, ou L(p)+ YL (e)V=T,

suivant que I'on prend pour base le nombre ¢ ou le nombre A. C’est ce logarithme
que nous désignerons par la notation

(16) 1(a+by=3), ou L(a+by=3)

dont nous ne ferons usage , qu’autant que la portion réelle de V’expression imaginaire
renfermée entre les parenthéses sera positive. Cela posé , en admettant que p et {
soient déterminés par les formules (4) , on aura, pour des valeurs positives de a,

1(p) +§|/'__x'=‘l(a-_l-b;/—_x),
(r7) 2

Lp)+iLEeW==L(a+ bV=),
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et, pour des valeurs négatives de a,

1) + v =1l(=—a=by),

(18) —
L(p)+{L(e)W=S=L(=—a—0bVy=3).

Par suite les divers logarithmes de I'expression a + by —: se déduiront, pour des
valeurs positives de a, de la formule

(19) l(a+by"i)x2kny—y, ou L(a+by—7)x2kaL(e)y—1,

et, pour des valeurs négatives de a, de la formule

(20) l(=—a=by—7)x(2k+1)sy—=1, ou L(—a=by=ix(2k+1)my—,.

L’inspection de ces diverses formules conduit immédiatement A la proposition suivante.
1. Théoréme. Une quantité réelle ou une expression imaginaire quelconque a toujours

une infinité de logarithmes imaginaires, dontUun devient réel, lorsque Uexpression donnée

se réduit a une quantité posiyve. De plus , pour obtenir tous ces logarithmes , il suffit

d'ajouter @ Pun d’entre eux , les divers logarithmes de Uunité compris dans la formule

takav"5, ou xakxlL(e)./=;.

Ajoutons qu'en vertu des formules (17) et de la formule (4g) du § 19, on aura toujours,
en désignant par n une expression imaginairc dont la partie réelle soit positive ,

1(x

'

(a1) . L(.r)=(—‘4)=l(.z').L(e),
et
(22) ot = k@) _ uLl(x)

Soient maintenant

(a3) r=a+b/=1, y=a +bv=, zz=a"+ 0"V, etc...

plusieurs expressions imaginaires dont les parties réelles

a, @, a", ...
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soient positives. Si , en désignant par

Py ¢ 0
leurs modules, on pose
b bl . "
= arctang — , {':arctang7 , O'= arctang —, , ...

on trouvera

(24) I=Pe§‘/-:l-’ =’ ?/—:; 7 = " gn :;

et par suite

(25) Y5 e =pp p" e

Si d’ailleurs l’arc

est compris entre les limites — ; + ; , la partie réelle du produit xrys ... sera

positive , et I’équation (25) entrainera les suivantes
1(zxyz..)=1 (pp'p"....) + ({+¢+ "+ WS,
L(zyz..)=L(ppp".) + ({+{'+ "+ .. ) L)V =x .
qu'on pourra encore écrire comme il suit:

Hxyz...)=1l(x)+1(y) + 1(z) + ...
o

L(zxyz.w)=L(x)+L(y) +L(z) + ...

Pareillement si a étant positif , et p désignant une quantité réelle quelconque , ie
produit w{ reste compris entre les limites —; +§ , la premiére des équations

(23) donnecra non seulement

(27) ) x“:(a-o-b;/:_l)“:p“ e“r‘/:,

e —  ————— =
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mais encore
1(2#) =10#) + pgv=m=nll () + v, .

L(z*) =L(p#) e ugLie) V== u L)+ L LV,
ou, ce qui revient au méme,

1 (.z"'") =unl(r),
(28)
L (.z'”') =ul(v).

Ainsi les formules (26), (28) qui sont généralement vraies, lorsque ., y-, = désignent
des quantités réelles positives , en vertu des propriétés fondamentales des logarithmes
réels , ne peuvent pas étre étendues , sans de notables restrictions , au cas ot x, 5,
2, ... deviennent imaginaires. Dans ce dernier cas, les formules (26) subsisteront si,
les valeurs de =z, y, 2, .... étant déterminées par les formules (23), et leurs partics
réclles a, a', a@", ... étant positives Ja somme

’ b"

/] b
2 arctang ~ <+ ta - retang — = ...
(»g) g 2 arctang 7 <+ arctang )

. . T ox . "
reste comprise cntre les limites — Pl et les formules (28) si, la quantité «
2

étant positive le produit
b
(30) & aictang =
[{

reste compris entre les mémes limites.
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§ 21. Des séries imaginaires doubles ou multiples.

Si I'on suppose que les quantités comprises dans le tableau n.° (1) du § 8 se chan-
gent en autant d’expressions imaginaires, la série double, dont ces quantités étaient les
différents termes, deviendra une série double imaginaire , dont le terme général sera
représenté par

Um y m'

m, m’ étant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une
sériec imaginaire triple dont le terme général '

Uns m'y m

scrait une fonction imaginaire des trois indices enticrs m, m’, m", et finalement une

série imaginaire multiple dont le terme général scrait une fonction imaginaire de m
indices

1 n m ~
m, m, m", m", ...
chacun de ces indices pouvant recevoir successivement les valeurs entiéres
0, 1,2,3,4, .

Cela posé, nommons s, la somme formée par 'addition d’un nombre fini ou méme infini
de termes de la séric multiple , cette somme étant composée de maniére qu’elle ren-
ferme au moins tous lcs termes dans lesquels la somme des indices est inférieure & n,
et que jamais clle nc comprenne un terme correspondant i des indices donnés , sans
renfermer en méme tcms tous les termes qu’on en déduit en remplagant ces mémes
indices ou quelques uns d’entre cux par des indices moindres. Si, toutes les fois que
les deux conditions précédentes sont remplies, la somme s, converge pour des valeurs
croissantes de n  vers une limite fixe s la série multiple sera dite convergente , e&=
la limite en question s’appelera la somme de la série.

Dans le cas contraire la série imaginaire multiple sera divergente , et v’aura plus dc=
somme. Si, dans le premier cas , on pose

.

S =Sy 4+ In,
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r, sera le reste de la série imaginaire multiple, et ce reste, qui représentera ce qu’on
peut nomnmer la somme de tous les termes non compris dans s,, deviendra infiniment
petit pour des valeurs infiniment grandes de n. En partant de ces définitions on prou-
vera sans pcine que pour rendre les théorémes 1, 2, 3, 4, 5 du § 8 applicables aux
séries imaginaires multiples , il suffit de substituer dans ces théorémes les modules des
différents termes A leurs valeurs numériques. Ainsi, en particulier , on pourra énoncer
les propositions suivantes. ’

1.5 Théoréme. Lorsque les modules des divers termes d’une série imaginaire rultiple
Jorment une série réelle convergente , la séric imaginaire est elle-méme convergente.

2. Théoréme. Supposons que , pour un module de la wariable n inférieur d c,
la fonction y de x soit développable en une premiére série convergente ordonnée
suivant les puissances entiéres et positives de x, et que pour un module de la variable
y inférieur @ ¢', la fonction z de y soit développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de 'y . z sera développable en une
nouvelle série convergente ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de x,
toutes les fois que le module de x , étant inférieur & ¢, produira pour les termes
de la premiére série des modules dont la somme serq inférieure @ ¢ .

Pour montrer une application du 2. théoréme, supposons que, la valeur de x
étant imaginaire, on prenne

(1) y=x— BT et v
2 3
. 3,3
(2) . z=l+'_"l+£!_’+.i.1,+.....
. 1 1.2 1.2.3

Comme les séries comprises dans les seconds membres des formules (1) et (2) seront
convergentes, la premiére pour tout module de la variable x inférieur & lunité, la
seconde pour toute valeur imaginaire et finie de la variable y , on tirera de ces for-
- mules, en attribuant & = un module r <1,

3 3
3) z=|+u(n—'~z—:-+1-‘;’——...)+%(fn—§+—§-—... "+ eteon

Or, en vertu du 2. théoréme , le second membre de la formule (3) devra se réduire
pour « <1, ala somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances
enticres et positives de x. D’ailleurs, ce second membre coincidant pour des valeurs
réelles de x, avec le second membre de la formule (4) du § 11, se transformera ,
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par cette réduction , en celui que présente la formule (7) du méme paragraphe. On aun
donc, pour r <1,

p(p=—1) .. w(p—=1)(B=3) ;. uc

z2=¢C
T Joun 3 «me 3

S1+pxr+

En d’autres termes , tant que le module de =z restera inférieur & I'unité , la fonction
y déterminée par la formule (1) vérifiera I'équation

5 e =1epr+ “E“—_zl) - “(”1113(_“3_’)

Si Von suppose en particulier =1, la formule () donnera simplement

(5) e =1 4+x.

§ 2a. Développements des fractions 1(1+2x), L (1+x), (x+.r)”'

dans le cas ot la variable x devient imaginaire.

Concevons que I'on attribue a la variable x wune valeur imaginaire et de la forme

() x=rje"/——'=r(cost+;/:751nt),

r désignant un module positif et ¢ un arc réel. Si l'on fait, pour abréger,

(2) rsint

e T cost

ct, si Pon désigne par u une quantité réelle, on trouvera, pour toutes les valeurs
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positives de 1+ r cos ¢, par conséquent pour toutes les valeurs du module p com-
prises entre les limites o, 1,

LI 17 uury
(3) N 1+x=(14+2rcost+r) ¢ ,
4 I(l+r)=§l(1+2rcost+r’)+s;/:,

‘ ® _
-y —I 1 .
©) ("“’)'“=(l+arcost+n)2e‘“‘/ =" (1+2)

D’autre part, en supposant la variable x réelle et comprise entre les limites w1, 41,
nous avons trouvé

x 23
(6) l(|+.z')_x—-;-+—3-—etc.....

(7) (1+2) =1+ px + “(’:_2")1.._,_ F-(Il-—'li(g—z) ‘

JF’ajoute maintenant que les formules (6) , (7) subsistent encore pour des valeurs ima-
&inaires de x , lorsque le module r est inférieur 4 Punité. C’est ce que l'on dé-
=montrera sans peine en opérant comme il suit.

Concevons que, la variable x étant imaginaire, et son module inférieur i Vunité ,
on pose

x» 3
)] ¥ =T ==+ T —eteun ;

ce qui est permis, puisqu’alors la série comprise dans le second membre de la formule
(8) est convergente. La formule (8) entrainera I’équation

(9) er=1+x,

( voyez le § précédent ). Donc y sera I'un des logarithmes imaginaires et Népériens
de 1 <+ax. En d’autre termes, on aura

r=l(r+x)x2kav=,

3
(10) l(t-l-z'):y:;:akfn/::x—z:+£3——eu.:2knv——x,
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k désignant un nombre entier , par conséquent

1 2 rn
ey ;—l(l-o-zrcou +r°)=rcost—%cosat-c—Tcos?.t—etc...
et
" A}
rsint . r . .
12 s=arctang —————————=rsinl=——sin2t + - sin 3 t —etc. 724k x.
(12) 14+2rcost+re 2 3 +

On tire d’uilleurs de la formule (12)

rsint

r
14 2rcosti +r

= Y rsne—"si
(13) tk_z;: ‘(rsmt 2 sin2t+ 3

sin 3 { e ) — arctang

b

et comme , en vertu du théoréme 5.5 (§ 6), la somme

. r o, ,.3 )
r Sinf == —sin 2{ 4+ — sin 3 { = ctc...
2

3.

sera, pour des valeurs de r comprises entre o et 1, fonction continue de chacune
des variables r et ¢, il est clair qu’on pourra en dire autant du second membre
de I'équation (13). Donc ce second membre varicra par degrés insensibles avec r et
t, entre les limites r=o, r=1, t=-—w, (=ow. Cette condition ne pourrait
étre remplie si, r et ¢ venant A varier par degrés insensibles, la quantité entiére
+ k  changeait brusquement de valeur. Donc , pour toutes les valeurs de r et ¢
comprises entre les limites dont il s’agit, +k conservera une valeur constante égale 4
celle que fournit I’équation (12) pour r =o, c’est-d-dire une valeur nulle, et les formules
(10) , (12) devront étre réduites , la premiére i la formule (6) , la seconde i la suivante

rsint . o, r .
=rsint=— — sin 2 ¢t 4+ —sin 3 ¢t == etc...

l', arctang —mMmm ———
(14 8 1<~ 2rCost=r3 2 3

Si l'on suppose en particulier tzg » I’équation (14) donnera

3
(15) arctangr:r—%-!--’;—— etoens 5
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et , comme cette dermiive me chamgera pas de forme quind on ¥ remplacera r par
—r, onen concdura, en &rivant xr a Beu de =r. que I'iquatiem

(16; m::r—-;—a-o-?—ek....

subsiste pour toutes les valeurs réelles de x  comprises eatre ks lumites

Si I'on presd xr =1, hmnmhng(n‘,:%,etpareouc’qnat

(17) x:.i(x—%--o-;;-c- ;—+...)=3, 15159265 ...

On trouvera encore , en attribuant @ x une valeur imaginaire dont le module soit

inférieur a I'unité ,

(18) L.i+x)=1(14+x).L(e)= (.r—';-o- %—J—ett....) L.

Observons maintenant que, la variable x étant toujours positive et son module in-
férieur a 'unité, la formule (8) entraine non seulement I'équation (g) mais encare celle-ci

(19) c“’:x-o-u.r-o-“(:‘_-:l)z‘-o-“(“l:lz)(_“;’)r‘-o-etc

(» désignant une quantité positive quelconque). On aura donc encore

cﬂ.l(l'.'n) “(“—l) X -+ “(“—l)(“—’)ﬁ* etc... »

= -+~
1+px =2 =33

ou, ce qui revient au méme ,

plp=—r) , +#(#—1)(u—2)34+etc

& _
(14+2) =14+uxr+ —a Pr——

------

Donc la formule (6) continue de subsister, dans le cas o x, étant imaginaive, offre
un module r <i. Alors en égalant entre elles, dans les deux membres de la formule,

N
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1.0 les parties réelles, 2.° les quantités qui sont multipliées par V=7, on obtient les
deux équations

m

= —1
(1 2arcost+r3? cosps:t-o-y.rcost-o--’i(:‘—n)r'coszl—etc. ,

(20)

"
(1=2rcosf=+r)2 smus=prsint + i‘ﬁ-_—l) rsina¢ + etc.....

[ e==3

Si dans ces derniéres jointes & la formule (25 on pose t=§ on trouvera

s = arctang r ,
L - I
r=tangs, (1<4+2rcost-r2)=(1+4r) =sécs=coss ,
et par suite
_ pp=—1) .  p(p=—I)(@=—2)(p=—3) ©
COSpus = (x-—T:;—tang*s-o- T—a—3—4 tangs s —==etc. Jcos” s,
(a1)
sinps = (y. tang s = “(“rll(“;z)tanys +etC.c.iiennnnnn )cos“s;
ou, ce qui revient au méme,
) cosu::[x-(p),tang‘;-c—(y)‘tangts—etc..; ........... ]cos“s,
(22)
sinus=[ptang s == (x)s tangd s 4 e€tCoevcecvenreniaiannn, ]cos“ 55
puis on en conclura
_ ptang s — ()3 tang? s + etc.....
(a3) tang ks = 1= (i), tang®s + (i), tangs s — etc.

Comme d'ailleurs les équations (22), (23) ne changent pas de forme quand on y rem-
place s par ——s, il est clair qu'elles subsistent , quelle que soit la quantité u,
pour toutes les valeurs de s comprises entre les limites

(24) s=—arctang(l)=—% , s=arctang(|)=% .
Lorsque I’exposant u se réduit & un nombre entier m , les équations (22), (23) se
réduisent aux équations (2) et (3) du § 16, et peuvent alors étre étendues  des valeurs
quelconques de Yarc s. ' '



























